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Abstract 
The traditional bathymetric survey involves a large number of discrete, irregularly distributed wa-
ter depth data. In order to solve the problem of complex calculation and slow speed of traditional fit-
ting method, the idea of array algebra is applied to the fitting of the sounding grid. The least squares 
solution of the array algebra is established by taking the biquadratic polynomial fitting as an exam-
ple, and the least square solution of the quadratic matrix equation with the help of the normal equa-
tion is given. Moreover, the paper gives the basic steps to achieve the improved quasi legal, efficiency 
and accuracy of the experimental data to determine unknown point water depth on the inverse dis-
tance weighted method, global polynomial interpolation and least square fitting method of array al-
gebra is compared. The results show that the efficiency of array algebra fitting is better than that of 
the other two methods, and can be applied to the data processing of hydrology survey. 
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摘  要 

传统水深测量涉及到大量离散的、分布不规则的水深数据，针对传统拟合方法计算复杂、速度慢的问题，

该文将阵列代数思想应用于测深网格拟合。以双二次多项式拟合为例，建立了阵列代数最小二乘解模型，
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给出了基于正规方程的双二次矩阵方程的最小二乘解法；给出了改进拟合法实现的基本步骤，最后通过

实验数据对反距离加权法、全局多项式法及阵列代数最小二乘拟合方法求得未知点水深的效率及精度进

行比较。结果表明，在水深测量中引入阵列代数拟合结果效率要高于另外两种方法，可应用于水深测量

数据网格化处理中。 
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1. 引言 

随着一带一路建设的推进，高效而精确地测量海底地形就显得尤为重要。这就需要将有限的等深线

数据，在科学的插值方法下，得到尽可能准确的连续水深数据[1]。水深测量数据具有数据大、离散化、

网格化、范围广、时空域等特点。传统的水深插值方法如反距离加权插值、全局多项式插值法等，运用

这些方法可以较好的内插出水深值，得到较好的海底地形模型。但由于时代的限制，反距离加权插值算

法虽简便易行，但计算量大，速度慢；全局多项式插值的适用范围相对有限，易出现病态方程组，对精

度影响较大，计算复杂[2] [3] [4]。而阵列代数可以有效地将网格状大规模的水深数据块分解为小数据块

进行高效率的处理和分析，大大提高了效率；并与最小二乘拟合思想相结合，借助正规方程求出最小二

乘解，在一定程度上提高了精度，在水深测量内插计算中具有较好的优势[5] [6]。 

2. 基于阵列代数的双二次多项式 

传统双二次多项式可表示为： 

( ) 2 2 2 2 2 2
00 10 20 01 11 21 02 12 22,F x y a a x a x a y a xy a x y a y a xy a x y= + + + + + + + +                (1) 

将(1)通过阵列代数的思想变换为矩阵形式： 

( ) ( )
00 01 022 2

2
10 11 12

0 0 2
20 21 22

1
, 1, ,

= =

  
  = =   

  
  

∑ ∑i j
ij

i j

a a a
F x y x a y x x a a a y

a a a y
                       (2) 

线状测深模式是海洋测深的基本作业模式[2]。船载测深仪在海面沿计划测线边进行航行测量，获得

多条测线上的水深数据，在测区按一定间距加测垂直交于计划测线的检查测线，以便获得交叉点附近的

差值数据来检核测深成果。这样，测线和检查线便形成网状，如图 1 所示。 
假设取九条主测线，垂直于主测线选择九条检查测线，如图所示。可以得到9 9× 个测点 ( ),i ix y 及对

应的水深值 ( ),i iF x y ， ( )1, ,9i =  。则得到： 

9 9 9 3 3 3 3 9F A X B× × × ×=                                        (3) 

对于形如 F AXB= 形式的矩阵方程。设观测阵列方程为式(4)，即求其最小二乘解最为关键。 

V AXB F= −                                          (4) 
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Figure 1. Abstract to plane mesh 
图 1. 抽象到平面后网状测线 

3. 基于正规方程的最小二乘解法 

本文用 m nR × 表示所有m n× 阶实矩阵全体。A B⊗ 表示矩阵 A 与 B 的 Kronecker 乘积，即若 ( )ijA a= ，

( )ijB b= ，则 ( )ijA B a B⊗ = 。 vecA 表示矩阵 A 的按行拉直，即若
TT T T

1 2, , , mA a a a =   ，其中 ia 为 A 的行

向量，而 ( )T
1 2 mvecA a a a=  。 

设 ,m n n mA R B R× ×∈ ∈ ，考虑线性矩阵方程： 

m m m n n n n mF A X B× × × ×=                                       (5) 

运用 Kronecker 乘积，方程(5)等价于 
TA B vecX vecF ⊗ ⋅ =                                      (6) 

从而得到方程(6)的正规方程： 
T T TA B A B vecX A B vecF   ⊗ ⊗ = ⊗ ⋅                                 (7) 

由(7)进一步化简得到： 

( )T T TA A BB vecX A B vecF ⊗ = ⊗ ⋅                                 (8) 

将(8)还原可得： 
T T TA AXBB A FB=                                       (9) 

由于 A 与 B 均为范德蒙矩阵，所以可知 TBB 与 TA A 皆为可逆矩阵，于是由方程(9)得到其最小二乘

解为： 

( ) ( )1 1T T T TX̂ BB BF A A A
− −

=                                  (10) 

由图 2，可以看出，由于 ( )T

3 3
BB

×
为 3 3× 的矩阵， ( )T

3 3
A A

×
也为 3 3× 的矩阵，因此，计算速度优于

普通的接线性方程组。 

4. 实验对比分析 

为验证插值效率和所构造的双二次插值最小二乘内插模型的性能，取双曲抛物面函数： 

2 2

0.5 0.6
x yf    = +   

   
                                     (11) 

写成矩阵形式为： 
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Figure 2. Process of decomposing large matrices into small matrix blocks by 
array algebra 
图 2. 阵列代数将大矩阵分解为小矩阵块的过程 

 

( )2

2

0 0 4
0 0 0

2.77777 0 0

1
1f x x y
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  =   
  
  

                            (12) 

取 [ ]100,100x∈ − 并等分为 8份，得到结点 ( )0,1, ,8ix i =  ；取 [ ]100,100y∈ − 并等分为 8 份，得到结

点 ( )0,1, ,8iy i =  。可得到样本点 ( )( ), , 0,1, ,8i jx y i j =  。采用基于阵列代数的双二次最小二乘拟合模型

进行测试，用时 0.010 秒，拟合结果如下： 

( )
10 11

12 13

1 2

52 1

15 7

6.4 e 2.2 e 4.0
4.4 e 5.8 e 4.4 e

9.6 e 7

1
1

.2.8 3 e

− −

− − −

− −

× − ×
− − ×

  
  =   

    

× − ×
− × ×

Check y
y

f x x                  (13) 

取 [ ]80,80x∈ − 并等分为 49 份，得到结点 ( )0,1, , 49ix i =  ；取 [ ]100,100y∈ − 并等分为 49 份，得到

结点 ( )0,1, , 49iy i =  。可得到检查点 ( )( ), , 0,1, 49i jx y i j = ， ，求其拟合精度的公式为： 

( )
( )

22
2 2 2

1 2 1 1
_

2500

n n

i i i
n i i

f check f
n

n n n

δ
δ δ δ

σ = =

−
+ + +

= = = =
∑ ∑



                 (14) 

其中，σ 为标准差， if 为真值， _ icheck f 为拟合值， iδ 为真值 if 与拟合值 _ icheck f 的差值， n 为试样

总数 ( )2500n = ， i 为各次拟合值。 

由式(14)可得精度结果： 

173.3659 10σ −= ×                                       (15) 

如图 3 所示，图中曲面为基于阵列代数的双二次插值最小二乘拟合模型及原函数图像的叠加结果图，

可以误差很小，肉眼不可见。 

用Matlab编程，使用反距离加权插值法(IDW)，同样的采样点，当 4p = 时得到内插标准差较小，标

准差为： 

21.49 10σ −= ×                                        (16) 

同时，将内插出的点与原函数点绘制成图，进行比较。可以看出，当权重为4时，内插出的图像有很

多小的凹陷，不平整，如图3(b)所示。用Matlab编程得到的反距离加权插值法的插值效果一般，该方法总

共需要花费时长为0.209 s，远远超出基于阵列代数的双二次插值最小二乘内插模型的时间。 
采用传统不完全双二次函数进行拟合。不完全双二次函数如下式(17)所示。 

( ) 2 2
0 1 2 3 4 5,f x y a a x a y a xy a x a y= + + + + +                            (17) 
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(a)                                                       (b) 

Figure 3. Image comparison between different fitting method (a) Array Algebra; (b) IDW) 
图 3. (a) 本文方法图像与原函数图像对比图(b) IDW( 4p = )与原函数图像对比图 
 
Table 1. Comparison of time and precision of three methods 
表 1. 三种方法用时与精度比较 

方法 方法用时 精度分析 

本文方法 0.010 173.366 10−×  

传统不完全双二次最小二乘拟合 0.072 177.105 10−×  

反距离加权插值法 0.209 21.49 10−×  

 

用Matlab编程用时为0.072秒，得到的拟合结果为： 

( ) 2 2
0 1 2 3 4 5

0 1 2 3 4 5

,
0, 4, 2.7778

f x y a a x a y a xy a x a y
a a a a a a

= + + + + +

= = = = = =
                           (18) 

即： 

( ) 2 2, 4 2.7778f x y x y= +                                    (19) 

标准差为： 
177.105 10σ −= ×                                       (20) 

比较三种方法的用时和精度，可以得到表1。 
由表 1 可以看出，相比较传统双二次多项式最小二乘拟合，基于阵列代数的双二次多项式最小二乘

拟合算法能够有效地分解大型稀疏矩阵，不需要复杂的奇异值分解等分解形式，即可求出拟合值，同时

具有较好的精度和效率。相比于常用水深内插方法反距离加权插值法，在用时和精度方面，本论文方法

都有较大优势。 

5. 结束语 

双二次插值最小二乘内插模型属于整体内插方法，容易受区域内极值的影响，适用于较平缓地区；

同时，阵列代数的应用要求所给的数据必须是格网数据。基于阵列代数的双二次插值最小二乘内插模型，

将水深测量的大数据块分割成若干小数据块，同时将双二次多项式与最小二乘拟合相结合得出基于正规

方程的最小二乘解，一定程度上提高了计算精度，同时有效得提高了计算机的运算效率，减小了计算机

存储量，具有非常重要的实用价值。 
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