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Abstract 
In this paper, a nonlinear reaction-diffusion equation is reduced to the standard heat equation by 
seeking appropriate nonlinear transformation and solves reduced equations with a variable se-
paration approach, finally, through the inverse transformation of the nonlinear transformation, 
some new explicit exact solutions can be obtained. 
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摘  要 

本文首先通过找到合适的非线性变换将一个非线性反应扩散方程化简为标准的热传导方程，然后利用变

量分离法求解这个标准的热传导方程，最后通过这个非线性变换的逆变换得到非线性反应扩散方程丰富

的显式精确解。 
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1. 引言 

众所周知，非线性偏微分方程广泛应用于海洋工程、光纤通信、等离子体物理、化学物理等诸多科

学领域，同时，非线性偏微分方程精确解的研究工作在非线性科学中具有十分重要的意义。近年来，相

继涌现出一些研究偏微分方程非线性系统精确解的方法，如Hirota双线性方法[1]，Backlund变换方法[2]，
齐次平衡法[3] [4]，变量分离方法[5] [6]，反演散射方法[7]，正弦余弦方法[8] [9]等。非线性偏微分方程

的求解是一个十分重要但极其困难的问题，至今为止都没有一种普遍适用、行之有效的方法，一般来说，

首先可以通过假设目标方程解的形式或者变量变换等手段来约化目标方程，将目标方程转换到我们较为

熟悉的线性偏微分方程或者常微分方程(组)的形式，通过求解这些线性偏微分方程或者常微分方程(组)从
而得到目标方程的精确解。然而在很多情况下非线性偏微分方程经过一个合适的变换会被约化成一系列

由多个偏微分方程组成的超定非线性偏微分方程组[10] [11]。 
接下来我们讨论如下非线性反应扩散方程： 

22 1 ,t xx x
vv v v kv

a v a
λλ  = + + − −  

                                 (1.1) 

其中， , ,a kλ 是任意常数，且 0λ ≠ ，这个非线性反应扩散方程经常出现在微分几何、化学以及动力学等

领域，常用于描述粒子运动、生物菌落成长等现象[12] [13]，近年来受到许多学者的关注。关于非线性反

应扩散方程(1.1)可积性、精确解方面已有一些研究[14] [15] [16]，然而相对而言这方面研究较少，本文的

目的在于得到非线性反应扩散方程(1.1)丰富的精确解，从而为非线性反应扩散方程(1.1)的相关理论研究

做一些补充和拓展，为相关领域的数值计算的准确性提供检验。 

2. 相应的非线性变换 

为了化简目标方程(1.1)，需要找到合适的非线性变换，首先考虑如下方程： 
,t xxu u kuλ= +                                        (2.1) 

称方程(2.1)为方程(1.1)的母方程，而方程(1.1)称为方程(2.1)的生成方程；接下来希望找到一个能够将

非线反应扩散方程(1.1)转化成母方程(2.1)的变换，由方程(2.1)出发，首先作变换： 

( ) ,u g v=                                         (2.2) 

其中 ( )g v 是待定光滑函数，由此计算可得： 

( ) ,t tu g v v′=                                       (2.3) 

( ) ( ) ,xx xx xxu g v v g v v′′ ′= +                                 (2.4) 

将等式(2.3)、(2.4)代入方程(2.1)，可得： 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 ,t x xxg v v g v v g v v g vλ′ ′′ ′= + +                          (2.5) 

不失一般性，这里我们令 ( ) 0g v′ ≠ ，可以得到一个与反应扩散方程(1.1)形式对应的方程： 

( )
( )

( )
( )

2 ,t xx x

g v g v
v v k

g v g v
λ λ ϕ

′′
= + +

′ ′
                            (2.6) 
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对照方程(1.1)和(2.6)，要找到这个非线性变换，只需满足下列条件： 

( ) ( )

( ) ( )

2

1 1

g v g v
a v

g v g v
v v a

 ′′ ′ = −

 ′ = −
 −

                                  (2.7) 

通过求解常微分方程组(2.7)我们找到如下变换： 

( ) ,vu g v
v a

= =
−

                                     (2.8) 

换言之，方程(1.1)可以通过变换(2.8)的逆变换
1

auv
u

=
−

化简至方程(2.1)，为了进一步化简方程(2.1)，

首先对方程(2.1)两边同时乘以 e kt− ，可得如下方程： 

e e e ,kt kt kt
t xxu u k uλ− − −= +                                   (2.9) 

再通过变换： 

e ,ktw u−=                                        (2.10) 

即可将方程(2.9)化简为一般的热传导方程： 

.t xxw wλ=                                       (2.11) 

综合考虑(2.8)、(2.10)我们可以发现：通过非线性变换： 

e ,
e   1

kt

kt

a wv
w

=
−

                                     (2.12) 

便可以将方程(1.1)转化为热传导方程(2.11)。 

3. 显式精确解 

本节首先利用变量分离法求出热传导方程(2.11)的一些显式精确解，再根据非线性变换(2.12)便可以

得到非线性反应扩散(1.1)丰富的显式精确解。 
运用变量分离的思想，假设热传导方程(2.11)有乘积形式的变量分离解： 

( ) ( ) ( ), ,w x t X x T t=                                    (3.1) 

其中 ( ) ( ),X x T t 是待定光滑函数。 
将(3.1)代入到方程(2.11)，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ,T t X x T t X xλ′ ′′=                                 (3.2) 

整理等式(3.2)得： 
( )
( )

( )
( )

,
T t X x
T t X xλ
′ ′′

=                                      (3.3) 

对于等式(3.3)，等式右边是关于空间变量 x 的函数，与时间变量 t 无关，因此当且仅当等式两端都等

于一个常数时，方程(3.3)成立，不妨设这个常数为 1λ ，可得： 

( ) ( )1 ,T t T tλλ′ =                                      (3.4) 

( ) ( )1 .X x X xλ′′ =                                     (3.5) 
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当 1 0λ = 时，通过求解方程(3.4)、(3.5)可得： 

( ) ,T t b=                                        (3.6) 

( ) ,X x cx d= +                                      (3.7) 

其中 , ,b c d 是常数，综合(3.1)和(2.12)可得非线性反应扩散方程(1.1)的一族显式精确解： 

( ) ( )
( )

1 2
1

1 2

e
, ,

e 1

kt

kt

a C x C
v x t

C x C
+

=
+ −

                               (3.8) 

其中 1 2,C C 为任意常数。 
当 1 0λ < 时，求解常微分方程(3.4)、(3.5)可得通解： 

( ) 1
1e ,tT t a λλ=                                    (3.9) 

( ) ( ) ( )1 1 1 1sin cos ,X x b x c xλ λ= − + −                        (3.10) 

其中 1 1 1, ,a b c 都是任意常数，根据(3.1)和(2.12)可得非线性反应扩散方程(1.1)另一族显式精确解： 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
1

1

1 1 2 1

2

1 1 2 1

e sin cos
, ,

e sin cos 1

k t

k t

a C x C x
v x t

C x C x

λλ

λλ

λ λ

λ λ

+

+

− + −
=

− + − −
                (3.11) 

其中 1 2,C C 为任意常数。 
当 1 0λ > 时，运用与上面相同的步骤可以求得如下显式精确解： 

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
1 1 1 1

1 1 1 1

1 2

3

1 2

e e
, ,

e e 1

k t x k t x

k t x k t x

a C C
v x t

C C

λλ λ λλ λ

λλ λ λλ λ

+ + + −

+ + + −

+
=

+ −
                    (3.12) 

根据文献[13]的方法，我们可以找到热传导方程(3.1)如下显式精确解： 

( )
2

1 1 0
1 2, e ,k x k tw x t C Cλ ζ+ += +                           (3.13) 

( ) ( ) ( )( )2
1

1 1 0 2 1 0 3, e cos sin ,k tw x t C k x iC k x Cλ ζ ζ−= + + + +               (3.14) 

( ) 2
1 2 1 3, 2 ,w x t C x C x C t Cλ= + + +                        (3.15) 

其中 1 2 3 1 0, , , ,C C C k ζ 可取任意常数，i 为虚数单位。根据非线性变换(2.12)即可找到关于方程(1.1)的一些显

式精确解： 

( )
( )

( )

2
1 1 0

2
1 1 0

1 2

4

1 2

e e
, ,

e e 1

k x k k t kt

k x k k t kt

a C C
v x t

C C

λ ζ

λ ζ

+ + +

+ + +

 + 
 =

+ −
                     (3.16) 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

2
1

2
1

1 1 0 2 1 0 3
5

1 1 0 2 1 0 3

e cos sin e
, ,

e cos sin e 1

k k t kt

k k t kt

a C k x iC k x aC
v x t

C k x iC k x C

λ

λ

ζ ζ

ζ ζ

− +

− +

+ + + +
=

+ + + + −
       (3.17) 

( )
( )

( )
2

1 2 1 3
6 2

1 2 1 3

e 2
, .

e 2 1

kt

kt

a C x C x C t C
v x t

C x C x C t C

λ

λ

+ + +
=

+ + + −
                  (3.18) 
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4. 结论与讨论 

通过利用非线性变换将非线性反应扩散方程(1.1)转化为一个标准的热传导方程，然后运用变量分离

法得到非线性反应扩散方程(1.1)丰富的精确解。这些结果可以为非线性反应扩散方程(1.1)相关领域的定

性理论研究提供一些启示和数据帮助，为相关领域的数值计算方面提供检验数值解精确程度、数值格式

类型的具体算例。 
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