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摘  要 

根据分数阶微积分的相关理论，采用自适应滑模控制方法，研究了不确定分数阶四翼混沌系统的滑模错

位同步控制问题和比例积分滑模同步问题，给出了驱动–响应系统取得同步的充分条件，结果表明：选

取适当的控制律和滑模面，分数阶四翼系统的驱动–响应系统取得混沌同步。 
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Abstract 
The problem of sliding model dislocated synchronization and sliding mode synchronization with 
proportional integral of a class of uncertainty four-wing fractional-order chaotic systems is stu-
died using self-adaptive sliding mode control approach based on fractional-order calculus theory. 
The sufficient conditions are arrived for the fractional-order systems sliding mode synchroniza-
tion. The research conclusion illustrated the master-slave systems of four-wing fractional-order 
chaotic systems is sliding mode chaos synchronization under proper controllers and sliding mode 
surface. 
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1. 引言 

混沌同步一直是非线性科学的研究热点方向，它在经济金融系统、保密通信和信息安全等领域有着

很大应用前景。作为整数阶系统推广之一的分数阶混沌系统，它具有比整数阶更复杂的动力学特征，能

够更加真实地模拟自然界中的实际问题。所以，分数阶混沌系统的理论研究备受学者关注。孙宁等[1]围
绕驱动系统和响应系统的投影同步问题，提出了一类不确定分数阶系统的滑模投影同步方法，也拓展了

混沌同步方法；胡满峰等[2]讨论了 Lorenz 混沌系统的非线性反馈错位同步问题；J Sun 等[3]研究了一类

非线性实混沌系统和一类非线性复混沌系统的完全错位同步；Y Xu [4]等研究了超混沌系统吕系统的错位

同步；余明哲等[5]利用自适应滑模同步控制方法，提出了一类分数阶不确定混沌系统同步控制方法，可

以使驱动–响应系统快速同步；张燕兰[6]针对一类分数阶 Rayleigh-Duffling-like 系统，通过改进控制器

和未知参数的辨识规则，实现了广义同步；仲启龙等[7]采用主动滑模控制方法，研究了分数阶系统的混

沌同步问题；SY Shao 等[8]分析了分数阶 Chua 系统的错位同步和应用问题，提升了分数阶 Chua 系统的

理论深度；刘文等[9]在文献[8]的研究基础上，得到了混沌系统的错位跟踪同步的方法。从以上研究结论

可以看出，虽然人们在混沌同步领域取得很多有价值的理论成果，但却很少利用自适应滑模控制方法分

析错位同步问题。为此，本文针对分数阶四翼混沌系统，分析证明了驱动系统和响应系统同步的充分条

件，进一步讨论了自适应滑模错位同步控制问题。试验结果表明：通过选择适当的控制律和滑模面，分

数阶四翼系统的驱动–响应系统完全可以实现混沌同步。 

2. 分数阶四翼系统 

数学上关于分数阶导数的定义有很多种，本文采用 Caputo 分数阶导数的定义方式[10]：称 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1d 1D D d , 1 ,
d

n t nn n
a t t n t

x t t x n n Z t a
nt

ααα τ τ τ α
α

− −− − += = − − < < ∈ >
Γ − ∫  

为α 阶 Caputo 微分算子， Γ为 Gamma 函数。 
由于多翼吸引子混沌系统在很多领域都显现出了应用价值，所以它的构建方法、分析过程和实现形

式成为了广大学者研究关注的内容。由于构造四翼混沌系统的方法有很多种形式，出现了形形色色的各

种整数阶、分数阶四翼混沌系统，比如通过系统耦合的方式构造四翼混沌系统；在混沌系统中加入一个

控制器，通过调整参数来构造四翼混沌系统；也可以通过加载常数控制器构造四翼混沌系统。Y Guo等 [11]
研究了分数阶齐四翼混沌系统中的拓扑结构；Donato C 等[12]研究了耦合经典的 lorenz 系统产生的四翼

混沌系统；J Ma [13]等通过对三维自治混沌系统添加控制器，提出了一种新的超混沌四翼系统，并利用

拓扑理论和计算机辅助证明加以验证，通过电子电路设计得以实现。 
我们考虑如下一类分数阶四翼混沌系统[14] [15] ( )q

tD x f x= ： 
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1 1 2 2 3

2 2 3 1 3

3 1 3 1 2

q
t
q
t
q
t

D x ax kx x x

D x bx x x x

D x x cx x x

= + −

= − − +

= − − +

                                  (1) 

当 [ ] [ ]12, 5, 1, 0.9, 3.6,8.8 9,9.2b c k q a= = = = ∈  时系统呈现混沌态，如图 1 所示。H Jia 等[14]分析了

该分数阶系统混沌的特性，并研究了电路实现；HY Jia 等[15]利用频域和时域方法对该混沌系统做了更

深层次的分析。 
 

 
Figure 1. Chaotic attractor of system (1) 
图 1. 系统(1)的吸引子 

3. 错位同步 

假设系统(1)为驱动系统，它对应的响应系统 ( ) ( )q
tD y f y d y u= + + 可以设计为： 

( )
( )
( )

1 1 2 2 3 1 1

2 2 3 1 3 2 2

3 1 3 1 2 3 3

q
t

q
t

q
t

D y ay ky y y d t u

D y by y y y d t u

D y y cy y y d t u

= + − + +

= − − + + +

= − − + + +

                            (2) 

式中 iu 表示控制器， ( )id t 表示外部扰动，有界。 
系统(1)和(2)均为三维系统，定义系统错位同步误差变量如下： 

( ) ( ) ( )e t y t x t= − ∆  

式中，∆表示错位矩阵， 3 3R ×∆∈ 表示每行每列有且仅有一个元素为 1、其他元素均为 0 的三阶非奇异矩

阵，满足条件的 ∆ 共有 3! 个不同的矩阵，其中有 3! 1− 个 ∆ 不是对角阵。在 ∆ 不是对角阵时，有 
( ) ( ) ( )( )lim lim 0

t t
e t y t x t

→∞ →∞
= − ∆ = ，称两系统是错位同步。 
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不妨以如下错位矩阵为例 

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 
 ∆ =  
 
 

 

即错位误差变量 1 1 2e y x= − ， 2 2 3e y x= − ， 3 3 1e y x= − ，由系统(1)和(2)得到误差系统如下： 

( )
( )
( )

1 1 2 2 3 2 3 1 3 1 1

2 2 3 1 3 1 3 1 2 2 2

3 1 3 1 2 1 2 2 3 3 3

q
t

q
t

q
t

D e ay ky y y bx x x x d t u

D e by y y y x cx x x d t u

D e y cy y y ax kx x x d t u

= + − + + − + +

= − − + + + − + +

= − − + − − + + +

                  (3) 

同步误差变量同样可以定义为 ( ) ( ) ( )e t y t x t= ∆ − ，有相同的结果。 
假设 1：设外部扰动 ( )id t 有界，即存在 , 0i im n > 使得： ( )i id t m< 。 
假设 2： ( )1,2,3im i = 为未知的常数。 
假设 3： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 3 2 1 3, , , 0 1d t e t d t e t d t e tε ε ε ε≤ ≤ ≤ < < 。 
假设 4： ( ) 0ie t = 时， ( ) 0if t = ， ( ) 0ie t ≠ 时， ( ) 0if t ≠ 。 
引理 1 [16]：如果存在实对称正定矩阵 P，使得 ( )( ) ( ) ( )T 0tt t D tα= <J x x P x , ( )0 1α< ≤ ，则分数阶

自治非线性微分方程 

( ) ( )( )tD t tα =x f x  

的分数阶系统渐近稳定。 
引理 2：[17] (Barbalat 引理)若函数 ( )f t 在 [ )0,+∞ 上一致连续，并且广义积分 ( )

0
df t t

+∞

∫ 存在，则有

( )lim 0
t

f t
→∞

= 。 
定理 1：假设 1~4 都成立，取滑模面 

( ) ( )1
1 2 3

q
ts t D e e e−= + + ， 

取控制器： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 2 2 3 2 3 1 3 1

2 2 3 1 3 1 3 1 2 2

3 1 2 3 3 1 2 1 2 2 3 3

ˆ1 1 sgn
ˆ1 1 sgn

ˆ2 1 sgn sgn

u a y ky y y b x x x x m s

u b y y y y x c x x x m s

u y y x cy y y ax k x x x m s sη

= − + − + − − − + −

= − + − − − − + −

= + − + − + + − − − −

        (4) 

式中， 0η > 表示趋近速度的增益系数，ˆ im 为 im 的估计值，若定义自适应律： 0ˆ ˆ ˆ, (0) , 1, 2,3i i im s m m i= = = ，

则分数阶四翼系统的驱动–响应系统(1)与(2)是滑模自适应同步的。 
证明：当状态轨迹位于滑模面上时， 

( ) 0s t = ， ( ) 0s t = ， 

由于 

( ) ( )1
1 2 3 0q

ts t D e e e−= + + = ， 

则， 

( )1 1
1 2 3 0q q

t tD D e e e− − + + = ， 

从而， 

1 2 3 0e e e+ + = 。                                     (5) 
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利用控制器(4)的表达式可得， 

( ) ( )1 1 2 1ˆ sgnq
tD e e d t m s= − + − ， ( ) ( )2 2 3 2ˆ sgnq

tD e e d t m s= − + − ， 

在滑模面上 0s = 时 

( )1 1 2
q
tD e e d t= − + ， ( )2 2 3

q
tD e e d t= − + ， 

另一方面 

( ) ( ) ( )3 1 2 1 3ˆ sgn sgnq
tD e e e d t m s sη= + + − − 。 

由于在滑模面上 0s = ，根据(5)得到 

( )1 2 3 3 3 1
q
te e e D e e d t+ = − ⇒ = − + ， 

由引理 1，则当 ( ) 0ie t ≠ 时 

[ ] [ ]
( )
( )
( )

( )
1 1 2 3T T 2T

1 2 3 2 1 2 3 2 3
1

3 3 1

1 0

q
t

q q
t t i

iq
t

D e e d t
J e D e e e e D e e e e e d t e

D e e d t
ε

=

  − + 
   = = = − + ≤ − − <   
   − +  

∑ ， 

根据引理 1，误差系统的解 

( ) 0ie t → , 1, 2,3i = 。 

所以在滑模面上 0s = ，误差系统(3)是渐进稳定的。 
当状态轨迹不位于滑模面上时，选取 Lyapunov 函数， 

( ) ( ) ( )
3 22

1

1 1 ˆ
2 2 i i

i
V t s t m m

=

= + −∑  

求导得： 

( )

[

] ( )

( )

3

1

1 1 1 2 2 2 1 2 3

3

3
1

3 3

1 1

ˆ

ˆ ˆsgn sgn

ˆ ˆsgn sgn

ˆ

0

i i
i

i i
i

i i
i i

V ss m m s

s e d m s e d m s e e d

m s s m m s

m s m s

s t

η

η

=

=

= =

= + −

= − + − − + − + + +

− − + −

≤ −

= − <

∑

∑

∑ ∑





。 

通过积分计算得： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )0

0

d 0
d 0

t
t V V V

s V
τ τ

τ τ
η η

− ∞
≤ ≤ ≤ < ∞

− −
∫

∫


。 

所以 ( )s t 是有界的，并且是可积的。根据由引理 2，当 ( ) 0s t → 时 

( ) 0ie t → ， 1,2,3i = 。 

综合以上证明过程，误差系统(3)趋近于零。 
由定理 1 知道，当状态轨迹在滑膜面上时，误差系统趋于稳定；当状态轨迹不在滑膜面上时，在控制器

作用下，系统逐渐趋于滑膜面，从而误差系统趋于稳定，根据相关定义，驱动–响应系统实现错位同步。 
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4. 比例积分同步 

假设(1)为驱动系统，则对应的响应系统为 

1 1 2 2 3

2 2 3 1 3

3 1 3 1 2

q
t
q
t
q
t

D y ay ky y y u

D y by y y y

D y y cy y y

= + − +

= − − +

= − − +

                                 (6) 

假设误差变量 

1 1 1e y x= − ， 2 2 2e y x= − ， 3 3 3e y x= − ， 

根据式(1)、式(6)可得误差系统如下： 

1 1 2 2 3 2 3

2 2 3 1 3 1 3

3 1 3 1 2 1 2

q
t
q
t
q
t

D e ae ke y y x x u

D e be e y y x x

D e e ce y y x x

= + − + +

= − − + −

= − − + −

，                           (7) 

定理 2: 假设常数 0λ > ， 1 2 3 2 3 1 1 2 1,ke y y x x e x e eλ λ− + < < ，设计滑模面 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 2 2 3 2 30

d
tq

ts t D e e ke y y x xλ τ τ τ τ τ τ τ−= + − + −  ∫ ， 

取控制器： 

( ) 1 sgnu a e sλ η= − + −  

其中 0η > ，则分数阶四翼系统的驱动–响应系统(1)与(6)是同步的。 

证明：在滑模面上， ( ) 0s t = ， ( ) 0s t = ，由于 

( )1 1 2 2 3 2 3 1 0q
ts D e e ke y y x x a e uλ λ= + − + − = + + = ， 

定义等效控制器 ( ) 1equ a eλ= − + ，定义切换控制器 sgnswu sη= − ， 
设计控制器 

( ) 1 sgneq swu u u a e sλ η= + = − + − 。 

构造 ( ) 2
1

1
2

V t e= ，根据引理 1 可得 

[ ]1 1 1 2 2 3 2 3 1( ) 0q q
t tD V t e D e e ke y y x x eλ≤ = − + − < ， 

所以 1 0e → ；由于 1 2 1 2 1 2 1 2y y x x e y x e− = + ，根据式(7)的第三式， 

3 1 3 1 2 1 2
q
tD e e ce e y x e= − − + + ， 

根据混沌系统的有界性及 1 0e → ，得 3 3
q
tD e ce= − ，所以 3 0e → 。利用式(7)的第二式 

2 2 3 1 3 1 3 2 3 1 3 1 3
q
tD e be e y y x x be e e y x e= − − + − = − − + − ， 

因为 1 0e → , 3 0e → ，所以 2 2
q
tD e be= − , 2 0e → 。 

不在滑膜面上时，构造 ( ) 21
2

V t s= ，求导得 

( ) [ ]sgn 0V t ss s s sη η= = − = − <

 ， 

由引理 2 得 0s → 。 
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5. 数值仿真试验 

为了验证上述方法的正确性，以 Matlab2018b 为试验平台，利用常规的预估校正算法，对分数阶四翼系

统做数值仿真。系统参数 5, 12, 5, 1, 0.9a b c k q= = = = = ，( ) ( )1 2 3ˆ ˆ ˆ, , 0.8,0.6,0.5m m m = 此时系统为混沌态；选

取外部扰动项为 ( ) ( )1 0.2cosd t t= ， ( ) ( )2 0.6sind t t= ， ( ) ( )3 cos 3d t t= ；理论上讲，按照我们的同步方案，

对任意初始值，系统均可实现错位同步，取系统状态变量初始值为 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 30 , 0 , 0 1,1,1x x x = ，

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 30 , 0 , 0 1, 1, 1y y y = − − − 。 
图 2 为分数阶系统在定理 1 同步方案下，两系统错位同步的误差系统曲线图形；图 3 为分数阶系统

在定理 2 同步方案下，两系统同步的误差系统曲线图形，其中参数 0.8η = , 1λ = ；从图 2 和图 3 可以看

出，两种同步方案均使系统状态逐渐趋近一致，我们所设计的方案下，系统在很短时间内即可实现错位

同步与同步，所设计方案是可行的和有效的。 
 

 
Figure 2. Error curve of system dislocation synchronization in Theorem 1 
图 2. 定理 1 的系统错位同步误差曲线 
 

 
Figure 3. Synchronization error curve of two systems in theorem 2 
图 3. 定理 2 的两系统同步误差曲线 
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在我们做数值仿真过程中，在不满足定理条件下的控制器同样也有可能实现同步，是因为我们给出

的同步条件是充分条件，而非充分必要条件。 

6. 结论 

本文通过构造一个分数阶滑膜面和控制器、设计合适的自适应律，研究了一类分数阶四翼混沌系统

的滑模错位同步控制问题，通过假设条件和严格的证明得到了驱动–响应系统取得滑模同步的充分条件；

并进一步利用比例积分滑模的方法实现同步。数值仿真试验表明，该方法是有效的，获得结论是正确的。 
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