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Abstract 
This paper mainly studies an inverse problem of identifying the coefficient of second order para-
bolic equation with integral source term. We use the optimal control framework to establish con-
trol functional and prove the existence, and the necessary conditions of the minimum for the con-
trol functional are established. Since the optimal control problem is nonconvex, one may not expect 
a unique solution. However in this paper the solution is proved to be locally unique and stable. 
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摘  要 

本文主要研究的是带积分型源项二阶拋物型方程的参数识别问题，利用最优控制框架来建立控制泛函，

并证明控制泛函极小元的存在性和必要条件，由于最优控制问题一般不存在唯一解，所以本文证明的是

解的局部唯一性和稳定性。 
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1. 引言 

偏微分方程[1]是纯粹数学和应用数学的一个重要分支，它与化学、物理、金融、医药等自然科学和

工程技术的很多领域都有联系，它可分为正问题和反问题，对于绝大多数正问题而言，它们都是 Hadamard
意义下的适定问题，而大多反问题具有不适定性[2]。“问题适定性”的概念是著名数学家 Hadamard 在

1923 年提出来的，适定性在解决实际问题时具有重要意义，但是随着科学技术的发展，生活中出现了越

来越多必须解决的不适定问题，比如，确定散射体的几何形状，医学成像中 CT 机的发明和应用等等，

它们无论在理论上还是实际应用中都是非常重要的。偏微分方程反问题的内容相当丰富，按照数学模型

可划分为拋物型方程反问题，双曲型方程反问题，椭圆型方程反问题等三种主要类型，其中抛物型偏微

分方程的反问题是近年来研究比较活跃的主题之一，国内外许多学者对此类问题进行了研究并得到了一

系列重要成果。例如文献[3]考虑了带有积分型源项反演源项 ( )f x 的反问题 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 0

0

d , 0,1 0,

0, 0, 0,

1, 0, 0,

,0 , 0,1
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u u uD v ru f x u s s Q T
t x x

u t t T
u t t T
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− + + = + = × ∂ ∂ ∂
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∫

                (1.1) 

利用最优控制方法证明了解的存在性、唯一性及稳定性。文献[4]考虑的一个二阶拋物型方程反演辐

射系数的初边值问题： 

( ) ( ) ( ) ](
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ](

, , 0,1 0,

,0 , 0,1

0, 1, 0, 0,

t xx

x x

u u q x u x t Q T

u x x x

u t u t t T

φ

= − ∈ =



×

= ∈

= = ∈



                         (1.2) 

其中 ( )xφ 是区间 ( )0,1 上给定的一个光滑函数， ( )q x 是所要反演的系数，假设给定如下附加条件： 

( ) ( ) ( ), , 0,1u x T f x x= ∈                                    (1.3) 

利用最优控制的方法确定满足(1.2)的函数 u 和 q。从物理学上讲，模型(1.2)描述了在均匀介质 Q 中

的热传导过程，所要反演的系数 q 表示的是热容等导热系数。文献[5]则用 Tikhonov正则化方法确定了(1.2)
的系数 ( )q x 。 

本文中若无特殊说明，符号 C 表示各种场合下的不同常数。 
本文我们主要研究的是已知终端观测值去反演抛物型方程辐射系数的一个反问题： 
问题 P：考虑如下二阶拋物型方程的初边值问题： 
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∫
                  (1.4) 

这里的 ( ) ( ) ( ), ,x x f xϕ ψ 是 ( )0,l 上已知的光滑函数，确定满足(1.4)式的函数 v 和 r， ( )xψ 表示在终端时

刻 0T > 时的观测值， ( )xϕ 是初始时刻的观测值。 
我们主要从理论分析的角度来讨论问题 P，在这里我们构造了一个新的控制泛函来代替原来的问题 P。 

2. 最优控制问题 

将确定抛物型方程系数的反问题 P 重新表述如下最优控制 P'： 
问题 P'求 ( )r x ∈ℜ，使得： 

( ) ( )min
r

J r J r
∈ℜ

=                                       (2.1) 

这里 

( ) ( ) ( ) 2 2

0 0

1 , ; d
2 2

l lMJ r v x T r x r xψ= − + ∇∫ ∫                           (2.2) 

( ) ( ){ }2
0 10 , 0,r x r r L lβ βℜ = < ≤ ≤ ∇ ∈                              (2.3) 

( ), ;v x T r 是问题(1.4)的解， ( )r x ∈ℜ，M 是正则化系数， 0β ， 1β 是两个已知正常数。 

引理 2.1 [6]：假设 ( ) ( )
12,
2 0,x C lϕ ∈ ，对 ( )r x∀ ∈ℜ问题(1.4)存在唯一解 ( ) ( )

1 12 ,1
2 4,v x t C Q

+ +
∈ 。 

引理 2.2：假设 ( ) ( )2 0,x L lϕ ∈ ，对 ( ) ( )2 0,r x L l∀ ∈ ，存在一个仅 T 与有关的非负常数 C 满足下式 

( ) ( )2 2 2
2 22

v t C f ϕ≤ +                                    (2.4) 

证明：根据问题(1.4)有 0 t T< ≤  
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2
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则有
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由于 ( ) ( )
2

0 0 0 0 0

d, d d d d d
2 d

l t t
v x s s v x v s s

τ τλλ τ τ
τ

  =  ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 且 ( ) 0r x > ， 

从而有 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 22
22 2 20

1 d
t

v t x T f v s sϕ λ≤ + + + ∫  

由 Gronwall’s 不等式得： ( ) ( )2 2 2
2 22

v t C f ϕ≤ +  
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引理 2.2 即得证。 
引理 2.3：假设在 ( )0,l 上 ( ) 0xϕ ≥ 且 ( ) 0xϕ ≠ ， 1 2,r r ∈ℜ， ( ) ( )1 2, ,v x T v x T= 则有 ( ) ( )1 2r x r x= 。 
证明：详细证明可参考[7]由于证明过长在此处省略其详细证明过程。 

3. 存在性 

定理 3.1：存在一个 r ∈ℜ，使得 ( )J r 是 ( )J r 的最小元，即 ( ) ( )min
r

J r J r
∈ℜ

= 。 
证明：令{ },n nr v 是一个极小化序列，即 

( ) ( ) ( ) 1inf infnr r
J r J r J r

n∈ℜ ∈ℜ
≤ ≤ + , 1,2,n =   

这里 nv 是问题(1.4)的解， nr ∈ℜ，易知 ( )J r 是非负的，且 ( )nJ r C≤ ，可推出： 

( )2 0,n L lr C∇ ≤                                        (3.1) 

这里 C 与 n 无关，由{ }nr 的有界性及(3.1)可得： 

( )
1
2 0,n C lr C≤                                        (3.2) 

取{ }nr 的子序列仍记为{ }nr ，使得 ( ) ( )nr x r x ， n →∞。 
由 Sobolev 嵌入定理可得： 

( ) ( ) ( )1 0,
0,n L l

r x r x n− → →∞                                 (3.3) 

因此 

( ) ( )
1 1,
2 4,n C Q

v x t C≤                                     (3.4) 

( ) ( )
1 12 ,1
2 4, ,n C

v x t C Q
ω

ω+ + ≤ ⊂                                 (3.5) 

由于 nr r ，从而有 ( ) ( ), , ,nv x t v x t n →∞ ，容易验证 ( ); , ;r v x T r 满足问题(1.4)，再由 Lebesgue’s 
控制收敛定理和 2L 范数的弱半连续性可得： 

( ) ( ) ( ) 2 2
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lim , ; d d

2
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→∞

= − + ∇∫ ∫  

由于 

2 2 2

0 0 0 0
d lim d lim d d

l l l l
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从而有 ( ) ( ) ( )lim infnn r
J r J r J r

→∞ ∈ℜ
≤ =  

因此有 ( ) ( )min
r

J r J r
∈ℜ

=  

定理 3.1 即得证。 

4. 必要条件 

定理 4.1：令 r 为最优控制问题(2.1)的解，则存在一个三元函数 ( ), ,v rξ 满足如下方程： 

( ) ( )
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                          (4.1) 
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v r h t x M r r h xξ − − ∇ ⋅∇ − ≥∫ ∫ ∫                           (4.3) 

证明： h∀ ∈ℜ， 0 1δ≤ ≤ 有 ( )1r r hδ δ δ≡ − + ∈ℜ，则 

( ) ( ) ( ) 2 2
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1 , ; d d
2 2

l lMJ J r v x T r x x r xδ δ δ δψ≡ = − + ∇∫ ∫                       (4.4) 

在 r rδ= 时令 vδ 为(1.4)的解，由于 r 是最优解则有 

( ) ( ) ( )
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d
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令 
vv δ

δ δ
∂

=
∂

计算得出如下方程： 
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2
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令 

0vδ δη == 则η满足 
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由(4.5)可得： 
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d
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假设ξ 是以下问题的解 
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*L 是 L 的伴随算子，由(4.7)和(4.9)式可得： 
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由于 

( ) ( )
0 0 0 0 0

d d d d d d 0
l T t l T T

t
s s t x s s t xλξ η λη ξ− =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

因此 

( ) ( ) ( ) ( )*
0 0 0 0

0 d d , , d d d
l T l l T

o
t x v x T x x T x v r h t xη ξ ψ η ξ= = − − + −  ∫ ∫ ∫ ∫ ∫L                (4.10) 

再由(4.8)和(4.10)式可得： 

( ) ( )
0 0 0

d 0
l T l

v r h M r r h xξ − − ∇ ⋅∇ − ≥∫ ∫ ∫  

定理 4.1 即得证。 

5. 局部唯一性和稳定性 

由于最优控制问题 P'是非凸的，故不存在唯一的解，但是当 1T  时可证明此解是局部唯一的，且具

有稳定性。从而在某种意义下我们将一个不适定问题转化为一个适定的最优控制问题，为数值计算打下

了坚实的理论基础。 
引理 5.1：对任意有界连续函数 ( ) ( )0,f x C l∈ ，有 

( )
( ) ( ) 2

0 00,
max d

l

l
f x f x l f x≤ + ∇∫                               (5.1) 

这里 0x 是 ( )0,l 上的不动点。 
证明：因为 0 x l< < 所以有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0

1 1 1
2 22 2 2

0 00 0 0

d

1d d d
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x

l l l

f x f x f x f x f x f x

f x x f x f x l f x

′≤ + − = +

≤ + ∇ = + ∇

∫

∫ ∫ ∫
 

引理 5.1 即得证。 
引理 5.2 [8]：设 ( ) ( ) ( )2,v x t C Q C Q∈  是问题(1.4)的解，则对 ( ),v x t 有如下估计式： 

[ ]0,0

1max max sup ,sup
Q Q l

v f
q

φ
 

≤  
 

                               (5.2) 

引理 5.3：对方程(1.4)4 有如下估计： 

( ) ( ),u v x t xψ
∞ ∞
≤ −                                    (5.3) 

证明过程与引理 5.2 类似，此处略。 
本部分主要证明解得局唯一性和稳定性，假设 ( ) ( )1 2,x xψ ψ 是给定的两个函数，且满足 ( ) [ ]0,x C lψ ∈ ，

令 ( ) ( )1 2,r x r x 是最优控制问题 P'分别对应于 ( ), 1,2i iψ ψ= = 的解，{ }( ), 1,2i iv iξ = 是 ( )1,2i ir r == 时方程

(4.1)和(4.2)的解，其中令 1 2 1 2 1 2, ,v v V r r Rξ ξ µ− = − = − = 。 
则 v 和 µ满足 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ]

1 2 0
d , ,

0, , 0, 0,

,0 0, 0,

t
t xxV V rV Rv V s s x t Q

V t V l t x l

V x t T
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
 = = ∈
 = ∈

∫
                         (5.4) 
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( ) ( )
( ) ( ) ( ]
( ) ( ) ( ) ( )
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d , ,
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µ µ
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∫
                        (5.5) 

引理 5.4：由方程(5.4)可得如下估计： 

( )2 22
20 0 00

max d max d d
l l T

t T
V x C R v t x

≤ ≤
≤∫ ∫ ∫                             (5.6) 

证明：由于 0 10 rβ β< ≤ ≤ ， 

( )( )
2 2

2 2
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d d d d d d d d d d d
2 2

l t l t l t l t l t
x
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τλ τ

τ
  ∂

+ + = − +  ∂ 
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

则有 

( ) ( )( )2
2 2 2
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1 , d d d d d d d d d
2 2

l l t l t l t l t
xV x t x V t x rV t x Rv V t x V s s xλ

+ + = − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

整理得： 

( ) ( )2 22 2 2 2
20 0 0 0 0 0 0 0 0

1 , d d d max d d d d d d
2 2

l l t l t l t l t
x

TV x t x V t x R v t x V t x V t xλ
+ ≤ + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

从而有 

( ) ( ) ( )2 22 2
20 0 0 0 0

, d max d d 2 d d
l l T l t
V x t x C R v t x T V t xλ≤ + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

由 Gronwall’s 不等式得： 

( ) ( )2 22
20 0 0

, d max d d
l l T
V x t x C R v t x≤∫ ∫ ∫  

C 是 T 与无关的常数。 
引理 5.4 即得证。 
引理 5.5：由方程(5.5)可得如下估计： 

( ) ( )2 2 2 22
2 2 1 20 0 0 00

max d max + d d d
l l T l

t T
x C R v t x C xµ ξ ψ ψ

≤ ≤
≤ + −∫ ∫ ∫ ∫                   (5.7) 

证明：由于 0 10 rβ β< ≤ ≤ ，由方程(5.5)可得： 

( )( )
2 2

2 2
1 20 0 0 0 0

d d d d d d d d d d
2 2

l T l T l T l T l T
xt t t t t

t

t x t x r t x R t x s s xµ λµ µ ξ µ µ − + + = − + 
 ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

即
( )

( ) ( )( )

2 2
0 0

22 22
1 2 20 0 0 0

1 , d d d
2

1 1, d d d d d d
2 2 2

l l T
xt

l l l T l T

t t

x t x t x

V x T x x s s x R t x

µ µ

λψ ψ µ ξ µ

+

≤ + − + −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

从而有 

( )

( ) ( )

( )( )

2 2
0 0

2 2 2 2
20 0 0

22
1 20 0

1 , d d
2

1 1 1max d d d d , d
2 2 2

1 d d d
2 2

l l T
xt

l T l T l

t t

l l T

t

x t t x

R t x t x V x T x

x s s x

µ µ

ξ µ

λψ ψ µ

+

≤ + +

+ − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
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结合(5.6)式可得： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 22
2 2 1 20 0 0 0

2
0

, d max + d d d

1 , d d

l l T l

l T

t

x t x C R v t x x

T x s s x

µ ξ ψ ψ

λ µ

≤ + −

+ +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

当 1T  时由 Gronwall’s 不等式可得： 

( ) ( ) ( )2 2 2 22
2 2 1 20 0 0 00

max , d max + d d d
l l T l

t T
x t x C R v t x C xµ ξ ψ ψ

≤ ≤
≤ + −∫ ∫ ∫ ∫  

引理 5.5 即得证。 
定理 5.4：假设 ( ) ( )1 2,r x r x 是最优控制问题 P'的两个最小值，如果存在 ( )0 0,x l∈ ，使 ( ) ( )1 0 2 0r x r x= ，

当 1T  时有
( ) [ ]2

1
3

1 2 1 21 0,0,
3

max L lx l

Clr r
M

ψ ψ
∈

− = = − ，对 ( )0,x l∀ ∈ ，这里 C 与 , ,T l M 无关。 

证明：在(4.3)式中，当 1r r= 时取 2h r= ，当 2r r= 时，取 1h r= ，则有 

( ) ( )1 1 1 2 1 1 20 0
d d d 0

l T l

t
v r r t x M r r r xξ − − ∇ ∇ − ≥∫ ∫ ∫                           (5.8) 

( ) ( )2 2 2 1 2 2 10 0
d d d 0

l T l

t
v r r t x M r r r xξ − − ∇ ∇ − ≥∫ ∫ ∫                           (5.9) 

当 ( )1,2i ir r == 时{ }( ), 1,2i iv iξ = 分别是(4.1)，(4.2)的解 
由(5.8) + (5.9)得： 

( ) ( )( )
( )( )
( )

2
1 2 1 1 2 2 1 20 0 0

1 1 2 1 2 1 2 2 1 20 0

1 20 0

d d d

d d

d d

l l T

l T

l T

M r r x v v r r t x

v v v v r r t x

V v R t x

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ µ

∇ − ≤ − −

= − + − −

= +

∫ ∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫

                  (5.10) 

即 

( ) ( )2
1 2 1 20 0 0

d d d
l l T

M r r x R V v t xξ µ∇ − ≤ +∫ ∫ ∫                           (5.11) 

由定理 5.4 假设知存在 ( )0 0,x l∈ 使 

( ) ( ) ( )0 1 0 2 0 0R x r x r x= − =                                 (5.12) 

由引理 5.1 知 

( )
( ) ( ) 2 2

0 0 00,
max d d

l l

l
R x R x l R x l R x≤ + ∇ = ∇∫ ∫                        (5.13) 

再由(5.10)，(5.13)及 Young 不等式可得： 

( )

( )

2 2
1 20 0 0

2
2 2

1 220 0 0
2 2

2 2 22 2
1 22 20 0 0 0

2 2
2 2 2 2

1 22 0 0
2 2

2 2
2 22 0 0

max d d d

1 d d d
2 2
1 max max d d max d d
2
1 max max d d max
2

max

l l T

l l T

l T l T

Q Q

l T

Q

l T

Q

lR l R x R V v t x
M
TlR x V v t x

l M
Tl TlR V t x v t x
M M

T lR C v t x R
M

T lC v v
M

ξ µ

ξ µ

ξ µ

ξ

ξ

≤ ∇ ≤ +

≤ + +

≤ + +

≤ + ⋅ ⋅

+ ⋅ +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫( )
2 2

2 2 2
2 1 22 0

d d max d
lT lt x R C x

M
ψ ψ⋅ + −∫

         (5.14) 
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由引理 5.2 和引理 5.3 可知 
2 2 2

1 2 2max ,max ,max
Q Q Q

v Cξ ξ ≤                               (5.15) 

从而根据(5.14)，(5.15)式知， 

( )
3 2 2 2

2 2 2
1 22 2 0

max max d
lT l T lR C R C x

M M
ψ ψ≤ + −∫                        (5.16) 

当 1T  使 
3 2

2
1
2

T lC
M

=                                         (5.17) 

由(5.16)和(5.17)式得： 

( ) [ ]2

1
3

1 2 1 21 0,0,
3

max L lx l

Clr r
M

ψ ψ
∈

− = −                                (5.18) 

定理 5.4 即得证。 
注：正则化参数的选取在反问题的研究中非常重要，尤其在数值计算中不同的正则化参数会对数值

结果产生巨大影响。由定理 5.4 容易得到如果存在误差界 ε ，则当正则化参数 M 以下面方式依赖于误差

界并趋于零时， 
2

1 2 2
3

, 0
M

εψ ψ ε− ≤ →  

则最优控制解是局部唯一且稳定的。 
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