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摘  要 

如果对称完全二部多重有向图 m nKλ ∗
, 的有向弧集可以分拆为 m nKλ ∗

, 的 kP


-因子，则称 m nKλ ∗
, 存在 kP



-因子

分解。对称完全二部多重有向图 m nKλ ∗
, 存在 P



7 -因子分解的充分必要条件是：1) m n3 4≤ ，2) n m3 4≤ ，

3) ( )m n 0 mod7+ ≡ ，4) ( )  mn m n7 3λ , 是整数。 
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Abstract 

A kP


-factorization m nKλ ∗
,  is a set of arc-disjoint kP



-factors of m nKλ ∗
, . A necessary and sufficient 

condition for P


7 -factorization of m nKλ ∗
,  is that: 1) m n3 4≤ , 2) n m3 4≤ , 3) ( )m n 0 mod7+ ≡  and 

4) ( )  mn m n7 3λ + . 
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1. 引言 

本文所涉及的图均为有向图。 *
,m nK 表示对称完全二部有向图，其点集划分为 X 和 Y 两个部分，分别

具有 m 和 n 个点。 *
,m nK 中来自不同部分的两个点有两条方向相反的有向弧相连，同一部分的两个点无有

向弧相连。 *
,m nKλ 表示多重图，它是 λ 个 *

,m nK 的并。如果 *
,m nKλ 的子图 F 包含了图的所有点，则称 F 为 *

,m nKλ
的一个生成子图。 kP



是具有 k 个点的有向路。若 *
,m nKλ 生成子图 F 的每个分支均同构于图 kP



，则称 F 为
*

,m nKλ 的一个 kP


-因子。如果 *
,m nKλ 有向弧集可以分拆为 *

,m nKλ 的 kP


-因子，则称 *
,m nKλ 存在 kP



-因子分解。

在文献[1]中，Ushio 称 *
,m nKλ 的 kP



-因子分解为可分解的 ( ), , ,m n k λ 二部有向路设计。如果 *
,m nKλ 存在 kP



-
因子分解，则称 *

,m nKλ 是可 kP


-因子分解的。本文涉及到的其他图论概念，均参照图论著作[2] [3]。 
*

,m nKλ 的 kP


-因子分解存在性问题已有许多研究结论。k 是偶数时，Ushio [1]、Wang [4]和 Du [5]完全

解决了 *
,m nKλ 的 kP



-因子分解的存在性问题。k 是奇数时， *
,m nKλ 的 kP



-因子分解的存在性问题复杂了很多。

当 3k = 时，Ushio [6]、Du [7]和 Wang [8]，完全解决了 *
,m nKλ 的 3P



-因子分解的存在性问题。当 5k = 时，

Wang 和 Du [9]，完全解决了 *
,m nKλ 的 5P



-因子分解的存在性问题。本文研究当 7k = 时，对称完全二部多

重有向图 *
,m nKλ 的 7P



-因子分解的存在性。即证明 *
,m nKλ 存在 7P



-因子分解的充分必要条件。 
定理 1.1 对称完全二部多重有向图 *

,m nKλ 存在 7P


-因子分解的充分必要条件是：1) 3 4m n≤ ，2) 
3 4n m≤ ，3) ( )0 mod 7m n+ ≡ ，4) ( )7 3mn m nλ +   是整数。 

2. 主要结论 

通过简单计算，可得 *
,m nKλ 存在 7P



-因子分解的必要条件。 
定理 2.1 如果对称完全二部多重有向图 *

,m nKλ 存在 7P


-因子分解，则 1) 3 4m n≤ ，2) 3 4n m≤ ，3) 

( )0 mod 7m n+ ≡ ，4) ( )7 3mn m nλ +   是整数。 
为了证明 *

,m nKλ 存在 7P


-因子分解的充分条件，需要以下几个引理，其中 ( )gcd ,a b 表示 a 和 b 的最大

公约数。 
引理 2.2 设 , ,a b u 和 v 是正整数。如果 ( )gcd , 1au bv = ，则 ( )gcd , 1uv au bv+ = 。 
引理 2.3 设 s 是任意正整数。如果 *

,m nKλ 存在 7P


-因子分解，则 *
,m nsKλ 存在 7P



-因子分解。 
引理 2.4 设 s 是任意正整数。如果 *

,m nKλ 存在 7P


-因子分解，则 *
,ms nsKλ 存在 7P



-因子分解。 
引理 2.2~2.4 的证明参见文献[7] [8]。 
引理 2.5 *

3,4K 存在 7P


-因子分解。 
证明  设 *

3,4K 的两个部分点集为{ }1 2 3, ,x x x 和{ }1 2 3 4, , ,y y y y ，则 

1 1 2 2 3 3 4y x y x y x y ， 4 3 3 2 2 1 1y x y x y x y ， 3 1 4 2 1 3 2y x y x y x y ， 2 3 1 2 4 1 3y x y x y x y  

是 *
3,4K 的 7P



-因子分解。 
根据引理 2.3、2.4 和 2.5，可得以下结论。 
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引理 2.6 当 4 3m n= 或 4 3n m= 时， *
,m nKλ 存在 7P



-因子分解。 
考虑 3 4m n< 且 3 4n m< 时的情形。此时，设 ( )4 3 7a n m= − ， ( )4 3 7b m n= − ， ( ) 7t m n= + 和

( )7 3r mn m nλ= +   。显然 , , ,a b t r 是整数，同时 0 a m< < ， 0 b n< < 。于是 3 4a b m+ = ， 4 3a b n+ = 。

可得 ( ) ( )4 3r a b ab a bλ λ= + + +  。令 ( )3z ab a bλ= +  ，则 z 是整数。令 ( )gcd 3 ,4a b d= ，3a dp= ，

4b dq= ， ( )gcd , 1p q = 。因而 ( )3 4 3z dpq p qλ= +  。通过计算可得下列各式： 

( ) ( )3 4 3d p q z pqλ= +  

( )( ) ( )3 4 3m p q p q z pqλ= + +  

( )( ) ( )16 9 4 3 4n p q p q z pqλ= + +  

( )( ) ( )16 9r p q p q z pq= + +  

( ) ( )4 3a p p q z pqλ= +  

( ) ( )3 4 3 4b q p q z pqλ= +  

为了对上面的则有式子进行分类，我们引入以下引理 
引理 2.7 1) 假设 ( )gcd ,9 1p = ， ( )gcd ,16 1q = ，令 ( )gcd 4 3 ,p q λ γ+ = ，那么 

( )( )12 4 3m p q p q s γ= + + ， ( )( )16 9 4 3n p q p q s γ= + + ， 

( )( )4 16 9r p q p q sλ γ= + + ， ( )4 4 3a p p q s γ= + ， ( )3 4 3b q p q s γ= +  

这里 s 为正整数。 
2) 假设 ( )gcd ,9 1p = ， ( )gcd ,16 2q = ，设 12q q= ，令 ( )1gcd 2 3 ,p q λ γ+ = ，那么 

( )( )1 16 2 2 3m p q p q s γ= + + ， ( )( )1 18 9 2 3n p q p q s γ= + + ， 

( )( )1 12 2 8 9r p q p q sλ γ= + + ， ( )12 2 3a p p q s γ= + ， ( )1 13 2 3b q p q s γ= +  

这里 s 为正整数。 
3) 假设 ( )gcd ,9 1p = ， ( )gcd ,16 4q = ，设 24q q= ，令 ( )( )2gcd 2 3 ,p q λ γ+ = ，那么 

( )( )2 23 4 3m p q p q s γ= + + ， ( )( )2 24 9 3n p q p q s γ= + + ， 

( )( )2 24 4 9r p q p q sλ γ= + + ， ( )23a p p q s γ= + ， ( )2 23 3b q p q s γ= +  

这里 s 为正整数。 
4) 假设 ( )gcd ,9 1p = ， ( )gcd ,16 8q = ，设 38q q= ，令 ( )3gcd 6 ,p q λ γ+ = ，那么 

( )( )3 33 8 6m p q p q s γ= + + ， ( )( )3 32 2 9 6n p q p q s γ= + + ， 

( )( )3 32 8 2 9r p q p q sλ γ= + + ， ( )36a p p q s γ= + ， ( )3 36 3b q p q s γ= +  

这里 s 为正整数。 
5) 假设 ( )gcd ,9 1p = ， ( )gcd ,16 16q = ，设 416q q= ，令 ( )4gcd 12 ,p q λ γ+ = ，那么 

( )( )4 43 16 12m p q p q s γ= + + ， ( )( )4 44 9 12n p q p q s γ= + + ， 

( )( )4 44 16 9r p q p q sλ γ= + + ， ( )412a p p q s γ= + ， ( )4 412 12b q p q s γ= +  

这里 s 为正整数。 
6) 假设 ( )gcd ,9 3p = ， ( )gcd ,16 1q = ，设 13p p= ，令 ( )( )1gcd 3 4 ,p q λ γ+ = ，那么 
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( )( )1 112 3 4m p q p q s γ= + + ， ( )( )1 13 16 3 4n p q p q s γ= + + ， 

( )( )1 14 3 16 3r p q p q sλ γ= + + ， ( )1 112 4a p p q s γ= + ， ( )13 4b q p q s γ= +  

这里 s 为正整数。 
7) 假设 ( )gcd ,9 3p = ， ( )gcd ,16 2q = ，设 13p p= ， 12q q= ，令 ( )1 1gcd 2 ,p q λ γ+ = ，那么 

( )( )1 1 1 16 3 2 2m p q p q s γ= + + ， ( )( )1 1 1 13 8 3 2n p q p q s γ= + + ， 

( )( )1 1 1 12 3 2 8 3r p q p q sλ γ= + + ， ( )1 1 16 2a p p q s γ= + ， ( )1 13 2b q p q s γ= +  

这里 s 为正整数。 
8) 假设 ( )gcd ,9 3p = ， ( )gcd ,16 4q = ，设 13p p= ， 24q q= ，令 ( )( )1 2gcd 6 ,p q λ γ+ = ，那么 

( )( )1 2 1 23 3 4m p q p q s γ= + + ， ( )( )1 2 1 23 4 3n p q p q s γ= + + ， 

( )( )1 2 1 22 3 4 4 3r p q p q sλ γ= + + ， ( )1 1 23a p p q s γ= + ， ( )2 1 23b q p q s γ= +  

这里 s 为正整数。 
9) 假设 ( )gcd ,9 3p = ， ( )gcd ,16 8q = ，设 13p p= ， 38q q= ，令 ( )( )1 3gcd 3 2 ,p q λ γ+ = ，那么 

( )( )1 3 1 33 3 8 2m p q p q s γ= + + ， ( )( )1 3 1 36 2 3 2n p q p q s γ= + + ， 

( )( )1 3 1 32 3 8 2 3r p q p q sλ γ= + + ， ( )1 1 33 2a p p q s γ= + ， ( )1 36 2b q p q s γ= +  

这里 s 为正整数。 
10) 假设 ( )gcd ,9 3p = ， ( )gcd ,16 16q = ，设 13p p= ， 416q q= ，令 ( )( )1 4gcd 3 4 ,p q λ γ+ = ，那么 

( )( )1 4 1 43 3 16 4m p q p q s γ= + + ， ( )( )1 4 1 412 3 4n p q p q s γ= + + ， 

( )( )1 4 1 44 3 16 3r p q p q sλ γ= + + ， ( )1 1 43 4a p p q s γ= + ， ( )4 1 412 4b q p q s γ= +  

这里 s 为正整数。 
11) 假设 ( )gcd ,9 9p = ， ( )gcd ,16 1q = ，设 29p p= ，令 ( )2gcd 12 ,p q λ γ+ = ，那么 

( )( )2 24 9 12m p q p q s γ= + + ， ( )( )2 23 16 3 12n p q p q s γ= + + ， 

( )( )2 14 9 16r p q p q sλ γ= + + ， ( )2 212 12a p p q s γ= + ， ( )212b q p q s γ= +  

这里 s 为正整数。 
12) 假设 ( )gcd ,9 9p = ， ( )gcd ,16 2q = ，设 29p p= ， 12q q= ，令 ( )2 1gcd 6 ,p q λ γ+ = ，那么 

( )( )2 1 2 12 9 2 6m p q p q s γ= + + ， ( )( )2 1 2 13 8 6n p q p q s γ= + + ， 

( )( )2 1 2 12 9 2 8 3r p q p q sλ γ= + + ， ( )2 2 16 6a p p q s γ= + ， ( )1 2 16b q p q s γ= +  

这里 s 为正整数。 
13) 假设 ( )gcd ,9 9p = ， ( )gcd ,16 4q = ，设 29p p= ， 24q q= ，令 ( )( )2 2gcd 2 3 ,p q λ γ+ = ，那么 

( )( )2 2 2 29 4 3m p q p q s γ= + + ， ( )( )2 2 2 23 4 3n p q p q s γ= + + ， 

( )( )2 2 2 29 4 4r p q p q sλ γ= + + ， ( )2 2 23 3a p p q s γ= + ， ( )2 2 23b q p q s γ= +  

这里 s 为正整数。 
14) 假设 ( )gcd ,9 9p = ， ( )gcd ,16 8q = ，设 29p p= ， 38q q= ，令 ( )2 3gcd 3 2 ,p q λ γ+ = ，那么 

( )( )2 3 2 39 8 3 2m p q p q s γ= + + ， ( )( )2 3 2 36 2 3 2n p q p q s γ= + + ， 
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( )( )2 3 2 32 9 8 2r p q p q sλ γ= + + ， ( )2 2 33 3 2a p p q s γ= + ， ( )3 2 32 3 2b q p q s γ= +  

这里 s 为正整数。 
15) 假设 ( )gcd ,9 9p = ， ( )gcd ,16 16q = ，设 29p p= ， 416q q= ，令 ( )2 4gcd 3 4 ,p q λ γ+ = ，那么 

( )( )2 4 2 49 16 3 4m p q p q s γ= + + ， ( )( )2 4 2 412 3 4n p q p q s γ= + + ， 

( )( )2 4 2 44 9 16r p q p q sλ γ= + + ， ( )2 2 43 3 4a p p q s γ= + ， ( )4 2 44 3 4b q p q s γ= +  

这里 s 为正整数。 
证明 (1)根据题意有 ( ) ( ) ( )gcd ,9 gcd ,16 gcd , 1p q p q= = = ，所以 ( ) ( )gcd 16 9 ,2 gcd 4 3 ,2 1p q p q+ = + =

且 ( ) ( )gcd 16 ,9 gcd 4 ,3 1p q p q= = 。这样 

( )( ) ( )16 9 4 3 4n p q p q z pqλ= + + 。 

根据引理 2.2，得 ( ) ( )gcd ,16 9 gcd ,4 3 1pq p q pq p q+ = + = 。于是 ( )4z pq 是正整数。设 ( )4z z pq′ = 。

令 ( )( ) 1gcd 4 4 3 ,p p q λ γ+ = ， ( )( ) 2gcd 4 3 ,q p q λ γ+ = 。由 ( )4 4 3a p p q z λ′= + ， ( )3 4 3b q p q z λ′= + 。可

得 1z γ λ′ 和 2z γ λ′ 是正整数。由于 ( )gcd 4 ,3 1p q = ，因此 z γ λ′ 是正整数，其中 ( )gcd 4 3 ,p q λ γ+ = 。记

s z γ λ′= ，于是可得 1)中的结论。 
2)~15)中各式的结论同理可证。 
引理 2.8 设η，p和 q是正整数，如果 ( )( )3 4 3m p q p q= + + ， ( )( )24 9 3n p q p q= + + ，那么当 ( )3p q η+

是正整数时， *
,m nKη 存在 7P



-因子分解。 
证明 设 ( )( )4 4 9r p q p q= + + ， ( )3a p p q= + ， ( )3 3b q p q= + ， 1 4r p q= +  和 2 4 9r p q= + 。并设 X

和 Y 是多重二部图 *
,m nKη 的两个部分点集 

( ){ }1|1 , 1 3 3ijX x i r j p q η= ≤ ≤ ≤ ≤ + ， 

( ){ }2|1 , 1 3ijY y i r j p q η= ≤ ≤ ≤ ≤ + 。 

以下通过直接构造，证明 ,m nKη 存在 7P


-因子分解。约定 ijx 的第一个下标 i 和第二个下标 j 分别在

{ }11, 2, , r 和 ( ){ }1,2, ,3 3p q η+ 中进行模 1r 和模 ( )3 3p q η+ 的运算； ijy 的第一个下标 i 和第二个下标

j 分别在{ }21, 2, , r 和 ( ){ }1,2, , 3p q η+ 中进行模 2r 和模 ( )3p q η+ 的运算。 
对于正整数 i，1 i p≤ ≤ ，构造如下有向弧集 

( )( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )( ) ( ){ }

, 1 3 4 1 ,

4 1 1, 1 , 1 3

:1 3 ,1 3

:1 3 ,1 3

i i j u p q i u j i

i u j i i j u p q

E x y j p q u

y x j p q u

η

η

η

η

+ − + − + +

− + + + + + − +

= ≤ ≤ + ≤ ≤

∪ ≤ ≤ + ≤ ≤
。 

对于正整数 i，1 i q≤ ≤ ，构造如下有向弧集 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }

4 1 , 1 3 4 9 1 3 1 , 3 1

4 9 1 3 1 , 3 1 4 1 1, 1 3

:1 3 ,1 , 3

:1 3 ,1 , 3

p i p i u j v p q p i v u p i u j

p i v u p i u j p i u j v p q

E x y j p q u v

y x j p q u v

η

η

η

η

+ + − + + − + + − + − + + − + +

+ − + − + + − + + + − + + + − +

= ≤ ≤ + ≤ ≤

∪ ≤ ≤ + ≤ ≤
。 

记 1 i p q iF E≤ ≤ += ∪ ，那么 F 是 *
,m nKη 的一个 7P



-因子。定义一个双射 

( ) ( ), 1, , 1,: ,i j i j i j i jx x y yσ σ σ+ += = 。 

对于每一个 i 和每一个 j(其中 { }11, 2, ,i r∈  ， { }21, 2, ,j r∈  )，令 

( ) ( ){ }, | , ,i i
i j j jF x y x X y Y xy Fσ σ= ∈ ∈ ∈ 。 
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通过验证可知每一个 ( ), 1 21 ,1i jF i r j r≤ ≤ ≤ ≤ 都是 *
,m nKη 的 7P



-因子。并且它们有限弧集的并构成
*

,m nKη ，于是 ( ){ }, 1 21 ,1i jF i r j r≤ ≤ ≤ ≤ 就是 *
,m nKη 的一个 7P



-因子分解。 
下列引理 2.9 和引理 2.10 的证明过程同引理 2.8 类似，我们在证明中只写出二部图的两个部分点集 X、

Y 的表达式和有向弧集 iE 、 p iE + 的表达式。 
引理 2.9 设η，p 和 q 是正整数，如果 ( )( )12 3 4m p q p q= + + ， ( )( )3 16 3 4n p q p q= + + ，那么当

( )3 4 p q η+ 是正整数时， *
,m nKη 存在 7P



-因子分解。 
证明 设 ( )( )4 3 16r p q p q= + + ， ( )12 4a p p q= + ， ( )3 4b q p q= + ， ( )1 4 3r p q= + 和 2 16r p q= + 。

并设 

( ){ }1|1 ,1 3 4ijX x i r j p q η= ≤ ≤ ≤ ≤ + ， 

( ){ }2|1 ,1 3 4ijY y i r j p q η= ≤ ≤ ≤ ≤ + 。 

对于正整数 i (1 4i p≤ ≤ )，构造有向弧集 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }

3 1 , 4 1 , 3 1

4 1 1, 3 1 1 3 1 ,

:1 3 4 ,1 3

:1 3 4 ,1 3

i i u j i u j i u

i u j i u i u j

E x y j p q u

y x j p q u

η

η

− + − + + − +

− + + + − + + − +

= ≤ ≤ + ≤ ≤

∪ ≤ ≤ + ≤ ≤
 

对于正整数 i (1 i q≤ ≤ )，构造有向弧集 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }

12 4 1 , 16 3 1 ,12 3 1

16 3 1 ,12 3 1 12 4 1 1,

:1 3 4 ,1 3

:1 3 4 ,1 3

p i p i u j p i u p i u j

p i u p i u j p i u j

E x y j p q u

y x j p q u

η

η

+ + − + + − + + − + +

+ − + + − + + + − + +

= ≤ ≤ + ≤ ≤

∪ ≤ ≤ + ≤ ≤
。 

引理 2.10 设η，p 和 q 是正整数，如果 ( )( )6 3 2 2m p q p q= + + ， ( )( )3 8 3 2n p q p q= + + ，那么当

( )3 2 p q η+ 是正整数时， *
,m nKη 存在 7P



-因子分解。 
证明 设 ( )( )2 3 2 8 3r p q p q= + + ， ( )6 2a p p q= + ， ( )3 2b q p q= + ， ( )1 2 3 2r p q= + 和 2 8 3r p q= + 。

并设 

( ){ }1|1 ,1 3 2ijX x i r j p q η= ≤ ≤ ≤ ≤ + ， 

( ){ }2|1 ,1 3 2ijY y i r j p q η= ≤ ≤ ≤ ≤ + 。 

对于正整数 i (1 2i p≤ ≤ )，构造有向弧集 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

3 1 , 4 1 , 3 1

3( 1) ,4 1 1, 3 1 1

:1 3 2 ,1 3

:1 3 2 ,1 3

i i u j i u j i u

i u ji u j i u

E x y j p q u

y x j p q u

η

η

− + − + + − +

− +− + + + − + +

= ≤ ≤ + ≤ ≤

∪ ≤ ≤ + ≤ ≤
。 

对于正整数 i (1 i q≤ ≤ )，构造有向弧集 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }

6 4 1 , 8 3 1 ,6 3 1

8 3 1 ,6 3 1 6 4 1 1,

:1 3 2 ,1 3

:1 3 2 ,1 3

p i p i u j p i u p i u j

p i u p i u j p i u j

E x y j p q u

y x j p q u

η

η

+ + − + + − + + − + +

+ − + + − + + + − + +

= ≤ ≤ + ≤ ≤

∪ ≤ ≤ + ≤ ≤
。 

引理2.8~2.10构造了引理2.7中情形3、情形6和情形7的 7P


-因子分解。分别令引理2.8中p的为 2 p′、
3p′、 4 p′、 2q′、 4q′，可得到引理 2.7 中的情形 2、情形 8、情形 1、情形 4 和情形 5，再将情形 1~7
中的 p 和 q 互换，则得情形 9~15。于是结合引理 2.3~2.10，我们可得 *

,m nKλ 存在 7P


-因子分解的充分条件。 
定理 2.11 如果正整数 λ ，m 和 n 满足 1) 3 4m n≤ ，2) 3 4n m≤ ，3) ( )0 mod 7m n+ ≡ ，4) 

( )7 3mn m nλ +   是整数，则对称的完全二部多重有向图 *
,m nKλ 存在 7P



-因子分解。 

https://doi.org/10.12677/aam.2021.108301
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结合定理 2.1 和定理 2.11，即可完成定理 1.1 的证明。 
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