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摘  要 

本文研究了捕食者患病的捕食–食饵模型，文中假设疾病仅在捕食者之间流行，其中易感捕食者和患病

捕食者都具有捕获食饵的能力。本文首先运用极限理论以及构造Lyapunov函数的方法分别得到了各个边

界平衡点的全局稳定性；其次运用一致持久生存理论得到了患病捕食者一致持久生存的充分条件。最后，

运用数值模拟验证并补充了定性理论分析的结果。 
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Abstract 
In this paper, we study a predator-prey model with infected disease for predator. It is assumed 
that the disease only spreads among predators, both susceptible predators and infected predators 
have the ability to catch preys. Firstly, the global stability of each boundary equilibrium point is 
obtained by using the limit theory and the method of constructing the Lyapunov function. Second-
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ly, we get the sufficient conditions of uniform persistence for the infected predator by using the 
uniform persistence theory. Finally, numerical simulation verifies and complements the results of 
qualitative theoretical analysis. 
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1. 引言 

现实世界中，任何生物种群都处在某一群落中并与其它的种群存在着一定的联系，比如：依赖关系、

竞争关系、捕食关系等。而捕食-食饵关系不仅是种群生态学中十分重要的研究对象，也是种群动力学研

究中的一个有趣的课题，近几年来引起了许多专家和学者的广泛关注[1]-[7]。 

由于生物种群中流行的传染病会影响到种群的数量，因此对生态传染病模型的研究也日渐丰富

[8]-[14]。2005 年，张江山[15]等人对捕食者患病的生态–流行病模型进行了定性分析,讨论了解的有界性

并得到了平衡点局部渐近稳定的充分条件。Liu [16]等人研究了一类具有非线性发病率的随机传染病模型，

建立了一个由基本再生数 0R 确定的阈值动态，结果表明 0 1R < 时疾病可以被根除， 0 1R > 时疾病会继续

流行。2018 年，卢旸[17]等人研究了食饵患病的非自治捕食–食饵模型： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1

2

1 1 2 2

d
d

d
d

d
d

s t A t t s t i t d t s t y t s t
t

i t t s t i t c t i t t y t i t
t

y t y t k t t s t k t t i t b t y t
t

β η

β η

η η

 = − − −

 = − −


 = + −


 

其中， ( )A t 表示食饵种群的补充率； ( )s t 表示易感食饵的种群密度； ( )i t 表示患病食饵的种群密度； ( )y t
表示捕食者种群的密度； ( )c t 表示患病食饵的死亡率； ( )d t 表示易感食饵的自然死亡率(对任意 0t ≥ ，

( ) ( )c t d t≥ )； ( ) ( ) ( )t s t i tβ 为疾病发生率； ( )1 tη 为捕食者对易感食饵的捕获率； ( )2 tη 为捕食者对患病

食饵的捕获率； ( )1k t 为捕食者捕获易感食饵后对其营养的转化率； ( )2k t 表示捕食者捕获患病食饵后对

其营养的转化率； ( )b t 表示捕食者的种内竞争率。运用比较原理得到了模型的一致持久性，此外还得到

了患病食饵一致持久和灭绝的充分条件。 

2. 模型的建立 

由于在文献[17]中仅考虑的是食饵患病，并未考虑到捕食者患病这一因素，然而自然界中捕食者也会

受到疾病的困扰，从而本文中就捕食者患病这一情形讨论了捕食者患病的捕食–食饵模型。文中考虑了

两类种群：食饵种群 ( )x t 和捕食者种群 ( )y t ，在给出模型之前，首先做如下假设： 

(1) 当食饵种群中无疾病传播时，食饵种群的内禀增长率为 r，环境容纳量为 K，数学上的描述为 
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( ) ( ) ( )
1

x t
x t rx t

K
 

= − 
 

 。 

(2) 假设疾病仅感染捕食者种群，则捕食者种群将划分为两类：易感捕食者种群 ( )sy t 和患病捕食者

种群 ( )iy t ，则捕食者种群在任意 t 时刻的密度为 ( ) ( ) ( )s iy t y t y t= + 。 

(3) 假设疾病不会通过垂直传播的方式由生病的母亲传染给孩子，并且患病捕食者不会自然恢复，或

者自然免疫。假定发生率为双线性形式的 s iy yβ ，其中 0β > 是平均接触感染概率。 

(4) 易感捕食者和患病捕食者同时捕获食饵，用 ( )1 2 1 2, 0 , 1η η η η≤ ≤ 分别表示易感捕食者 sy 和患病捕

食者 iy 对食饵的捕获概率[18]；由于易感捕食者 sy 比患病捕食者 iy 的捕获能力更强[19]，故假设 1 2η η≥ 。 

(5) µ 表示食饵的自然死亡率，且 0r µ− > 。 sd 和 id 分别表示易感捕食者和患病捕食者的死亡率，

由于捕食者患有疾病，故 ( )0 , 1s i s id d d d< ≤ ≤ ， 1k 和 2k 分别表示易感捕食者和患病捕食者捕获食饵后的

营养转化率且 1 21 0k k> ≥ > 。
 

基于上述假设，捕食者患病的捕食–食饵模型如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 1
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d 1
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= − − − −  

 

 = − −


 = + −


               (1) 

3. 准备工作 

考虑到生物学意义，模型(1)的正向不变集为 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }3, , : 0, 0, 0s i s ix t y t y t R x t y t y t+Ω = ∈ > > > 。 

模型解的有界性 

命题 3.1 模型(1)中所有满足初始条件 ( ) ( ) ( )( )0 , 0 , 0s ix y y 的解是正的且有界的。 

证明 令 ( ) ( ) ( )( ), ,s ix t y t y t 为模型(1)的任意解，且 { }min , ,s id dρ µ= ，由 

( ) ( ) ( )d
1

d
x t x t

rx t
t K

 
≤ − 

   

从而： 

( )lim sup
t

x t K
→+∞

≤  

令： 

( ) ( ) ( ) ( )s iW t x t y t y t= + +  

从而，计算函数 ( )W t 沿着模型(1)的正解的全导数，可得： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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令 { }min , ,s id dρ µ= ，则: 

( ) ( ) ( )( )d 1
d s i
W xrx x t y t y t
t K

ρ ≤ − − + + 
 

 

由 ( )limsup
t

x t K
→∞

≤ ，则存在正常数 B 和 T 使得当 t T≥ 时， 

( )d
d
W B W t
t

ρ≤ −
 

从而： 

( )lim sup
t

BW t
ρ→+∞

≤
 

从而，模型(1)的解 ( ) ( ) ( )( ), ,s ix t y t y t 为一致有界的。 

4. 模型(1)的边界平衡点的稳定性 

模型(1)的任意平衡点 ( ), ,s iE x y y   满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 1

2 2

1 0

0

0

s i
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x t
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K

k x t y t y t y t d y t

k x t y t y t y t d y t

µ η η

η β

η β

 
− − − − = 

 
− − =

+ − =



     

    

    

 可知模型(1)存在平衡点： 

( )0 0,0,0E =  
当 rµ < 时，存在平衡点： 

1 ,0,0KE K
r
µ = − 

   
由模型假设可知当： 

( )2 2 ik K r rdη µ− >  (2) 

时，模型(1)还存在边界平衡点 2E 和 3E ： 

( ) ( )1 1
2 2 22

1 1 1 1

, ,0 , ,0ss k K r rdd
E x y

k k K
η µ

η η
− − 

=  
 


 

( ) ( )2 2
3 3 32

2 2 2 2

,0, ,0,ii k K r rdd
E x y

k k K
η µ

η η
− − 

=  
 



 

此外模型(1)还有正平衡点 ( )* * *
4 , ,s iE x y y ： 

其中 

( )
( )

1 2*

1 2 2 1

i sK r d d
x

K k k r
β βµ η η
ηη β

− + + −
=

− −
 

( )
( )

1 1 1 2*

1 2 2 1

1 i s
s s
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y d
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 − + + −

= −  − −   
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( )
( )

1 2 2 1 2*

1 2 1 2

1 i s
i i

Kk k r d d
y d

K k k r
η β βµ η η

β ηη β
 − + + −

= −  − −   
设 ( ), ,s iE x y y   为模型(1)的任意平衡点，则模型(1)在平衡点处的线性化矩阵为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2

1 1 1 1

2 2 2 2

2
s i

s i s s

i i s i

rx t
r y t y t x t x t

K
k y t k x t y t d y t
k y t y t k x t y t d

µ η η η η

η η β β
η β η β

 
− − − − − − 

 
− − − 

 + − 



   

   

   

 

定理 4.1 模型(1)在平衡点 ( )0 0,0,0E 处的线性化矩阵为： 

( )0

0 0
0 0
0 0

s

i

r
J E d

d

µ− 
 = − 
 − 

 

则矩阵 ( )0J E 对应的特征方程为： 

( )( )( ) 0s ir d dλ µ λ λ− + + + =  

从而特征根为： 

1 2 3, ,s ir d dλ µ λ λ= − = − = −  
当 rµ < 时，所有特征根为负实根，从而 ( )0 0,0,0E = 是不稳定的。 
定理 4.2 若模型(1)满足条件： 

1 1 sKk dη <                                        (3)
 

则模型(1)的平衡点 1E 是全局渐近稳定的。 

证明：模型(1)在平衡点 1 ,0,0KE K
r
µ − 

 
处的线性化矩阵为： 

( )

1 2

1 1 1

2 2

1 1

0 1 0

0 0 1

s

i

r K K
r r

J E Kk d
r

Kk d
r

µ µµ η η

µη

µη

    − − − − −    
    

  = − −  
  

  − −  
  

 

则矩阵 ( )1J E 对应的特征方程为： 

( ) 1 1 2 21 1 0s ir Kk d Kk d
r r
µ µλ µ λ η λ η      − + − − + − − + =            

 

从而特征根为： 

1 2 1 1 3 2 2, 1 , 1s ir Kk d Kk d
r r
µ µλ µ λ η λ η   = − = − − = − −   

   
 

当模型(1)满足条件(3)时，由模型假设可得： 

2 2 1 1 1 11 1 s iKk Kk Kk d d
r r
µ µη η η   − < − < < <   
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成立，从而所有特征根均具有负实部，平衡点 1E 是局部渐近稳定的。 

由模型(1)的第一个方程可得 ( )lim sup
t

x t K
→+∞

≤ ，从而对于充分小的 ε ，存在 0Tε > 使得当 t Tε> 时，

( )x t K ε< + 成立，将此不等式替换到模型(1)的第二个方程中，则当 t Tε> 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

1 1

s s s i s s

s s s

y t k K y t y t y t d y t

k K y t d y t

η ε β

η ε

′ < + − −

< + −
                        (4) 

将不等式(4)两端同时积分可得： 

( ) ( ) ( )( )1 10
0 exp d

t
s s sy t y k K d sη ε < + −  ∫  

当满足条件(3)时，对充分小的 ε ，有 ( )1 1 sk K dη ε+ < 成立，因此，当 t → +∞时，可得： 

( )lim 0st
y t

→∞
=                                       (5) 

从而，存在正常数 1T Tε ε≥ ，使得当 1t T ε≥ 时， ( )sy t ε< 成立。由模型(1)的第三个方程可得： 

( ) ( ) ( )2 2i i iy t y t k K dη ε βε′ < + + −                                (6) 

将不等式(6)两端积分，可得： 

( ) ( ) ( )( )2 20
0 exp d

t
i i iy t y k K d sη ε βε < + + −  ∫  

从而，由模型假设及条件(3)，对充分小的 0ε > 时，有 ( )2 2 1 1 s ik K k K d dη ε βε η+ + < < < 成立，从而

当 t → +∞时，可得： 

( )lim 0it
y t

→∞
=                                       (7) 

由模型(1)，式(5)，式(7)可得 ( ) ( ) ( )( )lim , , ,0,0s it

Kx t y t y t K
r
µ

→∞

 = − 
 

，则平衡点 1E 是全局渐近稳定的。 

定理 4.3 如果模型(1)满足条件(2)，且 

( )1 1 2 1 1
2

1 1

: 1
i

s s
y

i

Kk d Kk r rd
R

k K d
ηη β η µ

η

+ − −  = <
⋅

                         (8) 

成立，则边界平衡点 2E 是全局渐近稳定的。其中
iyR 为患病捕食者 ( )iy t 的净再生数[20]。 

证明：模型(1)在平衡点
( )1 1

2 2
1 1 1 1

, ,0ss k K r rdd
E

k k K
η µ

η η
− − 

=  
 

处的线性化矩阵为： 

( ) ( ) ( )
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1 1 1 1 1

1 11 1
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1 1 1

2 1 2 1 1
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1 1
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s s s
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s s
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η η

β η µη µ
η η

ηη β η µ
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− − −  − −  =  
 
 

+ − −    − 
 

 

则矩阵 ( )2J E 对应的特征方程为： 
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( )
( )2 1 2 1 1

12
1 1

0s s
i

Kk d k K r rd
d f

k K
ηη β η µ

λ λ
η

 + − −  + − = 
  

 

其中 

( )
( )1 12

1
1 1 1 1

s ss
d rd k K rrd

f
k K k K

η µ
λ λ λ

η η
− −  = + −  

令 ( )1f λ 的两个特征根分别为 ,a bλ λ ，由韦达定理及条件(2)可得： 

( )1 1

1 1

0s s
a b

d rd k K r
k K
η µ

λ λ
η

− −  ⋅ = − >  

1 1

0s
a b

rd
k K

λ λ
η

+ = − <  

因此可知 ( )1f λ 有两个负实部的特征根。 

再由条件(8)可得： 

( )2 1 2 1 1
2

1 1

0s s
i

Kk d k K r rd
d

k K
ηη β η µ

λ
η

+ − −  = − <  

从而平衡点 

( )1 1
2 2

1 1 1 1

, ,0ss k K r rdd
E

k k K
η µ

η η
− − 

=  
 

 

是局部渐近稳定的。 

下面证明 2E 的全局渐近稳定性。 

定义函数 ( ) 1 lng w w w= − − ， w R+∈ 以及 Lyapunov 函数： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
2 2

s
i

x t y t
V t k x g y g y t

x y
   

= + +   
   

 

计算函数 ( )1V t 沿着模型(1)的正解的全导数，则： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 21
2 2

2
1 2 1 2

2

2
2 1 1

2

2 2

1 1 1 1

1

s i
s

s i

s
s s i s s

s

i s i i i

V t k x x t y y t y t
x x t y y t

x t x x t
k x rx t x t x t y t x t y t

x x t K

y t y
y k x t y t y t y t d y t

y y t

k x t y t y t y t d y t

µ η η

η β

η β

   
′ ′ ′ ′= − ⋅ + − ⋅ +   

      
 −  

= ⋅ ⋅ − − − −  
   

 −
+ ⋅ − −    

  
+ + −

        (9) 

注意到由 ( )2 2 2, ,0E x y 为模型(1)的平衡点，从而： 

1 2 2 1 1 2, s
rr y x d k x
K

µ η η− = + =  

因此由(9)式，可得： 

https://doi.org/10.12677/aam.2021.109320


李敏，卢旸 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.109320 3066 应用数学进展 
 

( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1 1 1 2 2 21

2
1 1 2

2 2

s i

s
s s i

s

i s i i i

x t x rV t k x t y y t x t x x t x t y t
x t K

y t y
k y t x t x y t y t

y t

k x t y t y t y t d y t

η η

η β

η β

−  ′ = ⋅ ⋅ − + − −  

−
 + ⋅ − − 

+ + −

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) [ ]

21
2 1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 1 2 2 2

21
2 2 1 2 2 1 2 2 2

2 2 1 2 2 1 2 2

s s

i s i i s i i

i i i i i

i i

k r x t x k y y t x t x k y y t x t x
K

y t k x t y t k y t x t x y t y t y d y t

k rk k y t x t y t y k y t x d y t x t x
K

k k y t x t y k x d

η η

η β η β

η η β η

η η β η

= − − + − − − − ⋅ −              

+ + − − − − −          

= − + + − − −  

= − + + − ( ) ( )( )21
2i

k ry t x t x
K

⋅ − −

 

由于平衡点 ( ) ( )1 1
2 2 2 2

1 1 1 1

, ,0 , ,0ss k K r rdd
E x y

k k K
η µ

η η
− − 

=  
 


，以及条件(8)可得： 

( )1 1 2 1 1
2 1 2 2 2

1 1

0s s
i i

Kk d Kk r rd
y k x d d

k K
ηη β η µ

β η
η

+ − −  + − = − <  

又因为模型假设(5)中 2 1k k≤ ，从而 ( ) ( )1 1
0V t′ ≤ 。由文献[21]中的定理 5.3.1，可以证明 ( ) ( )1 1

0V t′ ≡ ， 

当且仅当 ( ) ( ) ( )2 2, , 0s ix t x y t y y t= = = 。故由 Lyapunov-LaSalle 不变集原理[21]，模型(1)的边界平衡点 2E
是全局渐近稳定的。 

定理 4.4 (i) 若模型(1)满足条件(2)，且 

( )1 1 2 2 2
2

2 2

: 1
s

i i
y

s

Kk d Kk r rd
R

k K d
ηη β η µ

η

− − −  = <
⋅

                       (10) 

则边界平衡点 3E 是全局渐近稳定的。其中
syR 为健康捕食者 ( )sy t 的净再生数[20]。 

(ii) 若模型(1)满足条件(2)，(3)，(8)，则患病捕食者 ( )iy t 是一致持久的。即存在常数 0δ > ，使得： 

( )liminf it
y t δ

→∞
>  

证明：(i) 模型(1)在平衡点
( )2 2

3 2
2 2 2 2

,0, ii k K r rdd
E

k k K
η µ

η η
− − 

=  
 

处的线性化矩阵为： 

( )
( )

( ) ( )

1

2 2 2 2 2

1 1 2 2 2
3 2

2 2

2 22 2
2

2 2 2

0 0

0

i i i

i i
s

ii

rd d d
k K k k

Kk d k K r rd
J E d

k K

k K r rdk K r rd
K k K

η
η η

ηη β η µ

η

β η µη µ
η η

 
− − − 

 
 − − −   = −
 
 

− −  − −  
 
   

则矩阵 ( )3J E 对应的特征方程为： 

( ) ( )1 1 2 2 2
22

2 2

[ ]
0i i

s

Kk d k K r rd
d f

k K
ηη β η µ

λ λ
η

− − − 
+ − = 
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其中 

( )
( )2 22

2
2 2 2 2

i ii
d rd k K rrd

f
k K k K

η µ
λ λ λ

η η
− −  = + −  

令 ( )2f λ 的两个特征根分别为 ,c dλ λ ，由韦达定理及条件(2)可得： 

( )2 2

2 2

0i i
c d

d rd k K r
k K
η µ

λ λ
η

− −  ⋅ = − >  

2 2

0i
c d

rd
k K

λ λ
η

+ = − <
 

从而可得 ( )2f λ 有两个负实部的特征根。 

由条件(10)，可得： 

( )1 1 2 2 2
2

2 2

0i i
s

Kk d k K r rd
d

k K
ηη β η µ

λ
η

− − −  = − <
 

从而平衡点 

( )2 2
3 2

2 2 2 2

,0, ii k K r rdd
E

k k K
η µ

η η
− − 

=  
 

 

是局部渐近稳定的。 

下面证明 3E 的全局渐近稳定性。 

定义函数 ( ) 1 lng w w w= − − ， w R+∈ 以及 Lyapunov 函数： 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 3
3 3

i
s

x t y t
V t k x g y g y t

x y
   

= + +   
   

 

计算函数 ( )2V t 沿着模型(1)的正解的全导数，则： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 3 31
3 3

1 1

2 3 1 2

3 2 2

1 1

1 1 1 1

1 1

1

i
i

s s i s s

s i

i i s i i i
i

s s

V t k x x t y y t
x x t y y t

k x t y t y t y t d y t

x t
k x t x rx t x t x t y t x t y t

x t K

y t y k x t y t y t y t d y t
y t

k x t y t y t y

η β

µ η η

η β

η β

   
′ ′ ′= − ⋅ + − ⋅   

      

+ − −  

  
= − ⋅ ⋅ − − − −     

   

+ − ⋅ ⋅ + −      

+ − ( ) ( )i s st d y t−

        (11) 

由于 ( )3 3 3,0,E x y 为模型(1)的平衡点，可得： 

2 3 3 2 2 3, i
rr y x d k x
K

µ η η− = + =  

因此由(11)式，可得： 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 3 2 3 3 11

3 2 2 3 1 1

22
3 2 2 3 3 2 2 3 3

2 1 3 3 1 1

i s

i s s s i s s

i i

s s i

rV t k x t x y y t x x t y t
K

y t y k x t x y t k x t y t y t y t d y t

k r x t x k y y t x t x k y y t x t x
K

k y t x t x y t y t y k x t

η η

η β η β

η η

η β η

 ′ = − ⋅ − + − −     
 + − ⋅ − + + − −    

= − − + − − − − ⋅ −              

− − + − +       ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( )( )22
1 1 2 1 2 1 3 3 3

s s i s s

s s s

y t y t y t d y t

k rk k y t x t k x y d y t x t x
K

β

η η η β

− −

= − + − − ⋅ − −

 

由于 ( ) ( )2 2
3 3 3 2

2 2 2 2

,0, ,0, ii k K r rdd
E x y

k k K
η µ

η η
− − 

=  
 


，从而： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

22
2 3 1 2 11

2 1 2 2 2
2

2 2

s

i i
s s

k rV t x t x k k x t y t
K
k Kd k K r rd

d y t
k K

η

ηη β η µ

η

′ = − − + −

 − − −  + − ⋅ 
  

 

当 1 2k k= 时，且由条件(10)，可得 ( ) ( )2 1
0V t′ ≤ ，由文献[21]中的定理 5.3.1，可以证明 ( ) ( )2 1

0V t′ ≡ ，当 

且仅当 ( ) ( ) ( )3 3, 0,s ix t x y t y t y= = = 。故由 Lyapunov-LaSalle 不变集原理[21]，模型(1)的边界平衡点 3E 是

全局渐近稳定的。 

下证(ii) 由文献([22]，定理 1.3.2)，令 [ )( )30, ,C ++∞  为从 [ )0,+∞ 到 3
+ 的连续函数映射空间。定义： 

[ )( )3: 0, ,X C += +∞  ， ( ){ }0
3: : 0 0X Xφ φ= ∈ >  

0 0\X X X∂ =  

显然， 0X 是相对于 X 的开集。定义 T 是基于 X 的连续半流，即对于任意的 0t ≥ ， ( )T t 为基于 X 的
0C -半群，且此半群满足： 

( ) ( )0 0 0 0: , :T t X X T t X X→ ∂ → ∂  

由 0X 和 0X∂ 的定义以及命题 3.1，可得存在常数 0 0t ≥ 使得 ( )T t 对于 0t t≥ 是紧的，且 ( )T t 在 X 中最

终一致有界。令 ( )ω φ 为轨道 

( ) ( ){ }: 0T t tγ φ φ+ = ∀ ≥  

的ω 极限集，定义 X ∂
 是特殊不变集，此不变集为： 

( ){ }0 0:X X T t Xφ φ∂ = ∈∂ ∈∂ .
 

为得到ω 极限集中的所有元素，首先需要讨论模型(1)基于 0X∂ 的动力学性态。当 0t ≥ ， 0iy ≡ 时，

模型(1)可以退化为下面的模型： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1

1 s

s s s s

x t
x t rx t x t x t y t

y t k x t y t d y t

µ η
µ

η

 
′ = − − − 

 
′ = −

                       (12)
 

经过简单计算可知，模型(12)有三个平衡点： 

( )0
ˆ 0,0E ， 1

ˆ ,0KE K
r
µ − 

 
，

( )1 1
2 2

1 1 1 1

ˆ , ss k K r rdd
E

k k K
η µ

η η
− − 

=  
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其中 0Ê 不稳定；由条件(3)， 1Ê 是稳定的；由条件(2)和条件(8)， 2Ê 是稳定的。从而 X ∂
 是非循环的，由

模型(1)可得 ( ) { }0 1 2, , ,E E E Xω φ φ ∂= ∀ ∈  ，且 X ∂
 中的流满足孤立非循环。 

下面证明 0E ， 1E 和 2E 对于 0X 是一致弱排斥的。 

步骤 1。 首先证明 ( ) 0
0

sW E X∩ =∅。如若结论不成立，则 ( ) 0
0

sW E X∩ ≠ ∅，即存在正解 
( ) ( ) ( )( ), ,s ix t y t y t 满足 ( ) ( ) ( )( ) ( )lim , , 0,0,0s it

x t y t y t
→∞

= 。则对于充分小的正常数η满足 Kη < ，存在正常 

数 ( )1 1T T η= 使得当 1t T≥ 时，可得： 

( )x t η< ， ( )sy t η< ， ( )iy t η<
 

成立。由模型(1)的第一个方程，可得： 

( ) 1 21 xx t rx x x x
K

µ ηη η η ′ > − − − − 
   

因此，由比较原理和η的任意性，可得： 

( )liminf
t

x t K
→∞

≥
 

这与 1t T≥ 时， ( )x t Kη< < 矛盾。从而， ( ) 0
0

sW E X∩ =∅。 

步骤 2。 接着证明 ( ) 0
1

sW E X∩ =∅。如若结论不成立，则 ( ) 0
1

sW E X∩ ≠ ∅，即存在模型(1)的正

解 ( ) ( ) ( )( ), ,s ix t y t y t 使得： 

( ) ( ) ( )( )lim , , ,0,0s it

Kx t y t y t K
r
µ

→∞

 = − 
   

对于与步骤 1 中相同的η，存在正常数 ( )2 2 1T T Tη= ≥ ，使得当 2t T≥ 时，可得： 

( ) Kx t K
r
µ η> − − ， ( )sy t η< ， ( )iy t η<  

由模型(1)的第三个方程，当 2t T≥ 时，可得： 

( ) ( ) ( )2 2i i i i
Ky t k K y t d y t
r
µη η ′ > − − − 

   

考虑方程： 

( ) ( ) ( )2 2 2,i i i i
Kt k K t d t t T
r
µψ η η ψ ψ ′ = − − − ≥ 

 
                    (13) 

由式(13)及比较原理，当 2t T≥ 时， ( ) ( )i iy t tψ> 。由条件(3)，即 2 2 iKk dη < 时，可得 ( )limsup it
y t η

→∞
> ，

这与 2t T≥ 时 ( )iy t η< 矛盾。从而 ( ) 0
1

sW E X∩ =∅。 
步骤 3。 最后运用类似的方法证明 ( ) 0

2
sW E X∩ =∅。如若结论不成立，则 ( ) 0

2
sW E X∩ ≠ ∅，即

存在模型(1)的正解 ( ) ( ) ( )( ), ,s ix t y t y t 使得： 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
2

1 1 1 1

lim , , , ,0ss
s it

k K r rdd
x t y t y t

k k K
η µ

η η→∞

− − 
=  
   

对于与步骤 2 中相同的η，存在正常数 ( )3 3 1T T Tη= ≥ ，使得当 3t T≥ 时： 

( )
1 1

sd
x t

k
η

η
> − ， ( ) ( )1 1

2
1 1

s
s

k K r rd
y t

k K
η µ

η
η
− −

> − ， ( )iy t η<  

由模型(1)的第三个方程，当 3t T≥ 时： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2 2

1 1 1 1

ss
i i i i i

k K r rdd
y t k y t y t d y t

k k K
η µ

η η β η
η η

− −  
> − + − −  

     

考虑辅助方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2 32

1 1 1 1

,ss
i i i i i

k K r rdd
t k t t d t t T

k k K
η µ

ψ η η ψ β η ψ ψ
η η

− −  
′ = − + − − ≥  

   
             (14) 

由式(14)及比较原理，当 3t T≥ 时， ( ) ( )i iy t tψ>  。由条件(3)，即 2 2 iKk dη < 时，可得 ( )limsup it
y t η

→∞
> ，

这与 3t T≥ 时 ( )iy t η< 矛盾。从而 ( ) 0
2

sW E X∩ =∅。 
上面的结论显示了在最大值范数意义下，下列不等式： 

( ) 0limsup , , 0,1, 2it
T t E X iφ η φ

→∞
− ≥ ∀ ∈ =

 

成立，故 0 1 2, ,E E E 对于 0X 是一致弱排斥的。 
从而，根据[22，定理 1.3.2]，存在常数 0δ > 使得对于模型(1)的全部解有 ( )liminf it

y t δ
→∞

> ，因此患病 

捕食者一致持久生存。 

5. 数值模拟 

为验证并补充文中定性理论分析的结果，运用 MATLAB 软件进行了数值模拟。通过数值模拟可直

观的显示出食饵 ( )x t 、易感捕食者 ( )sy t 以及患病捕食者 ( )iy t 的种群密度随时间变化的规律。 

图 1(a)，图 1(b)分别展示了模型(1)中边界平衡点 2E 的全局渐近稳定性，疾病消除，易感捕食者与食

饵共存的状态，参数选取如下： 

( )
1 2

1 2

0.6; 0.1; 0.1; 0.3; 1000; 0.5; 0.4;
0.5; 0.35; 0.1, : 100,50,8

s ir d d K
k k

µ η η
β

= = = = = = =

= = = 为其中初值
 

图 2(a)~(c)分别展示了模型(1)中边界平衡点 3E 的全局渐近稳定性，患病捕食者与食饵共存的状态，

参数选取如下： 

( )
1 2

1 2

0.6; 0.4; 0.01; 0.09; 80; 0.5; 0.2;
0.3; 0.39, : 18,15,18

s ir d d K
k k

µ η η
β

= = = = = = =

= = = 中初 为其 值
 

 

 
(a) 
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(b) 

Figure 1. Global asymptotic stability of 2E  with ( ) ( )2 1 2 1 1
2 2 2

1 1

, s s
i i

Kk d k K r rd
k K r rd d

k K
ηη β η µ

η µ
η

+  − −  − > >  

图 1. 当 ( ) ( )2 1 2 1 1
2 2 2

1 1

, s s
i i

Kk d k K r rd
k K r rd d

k K
ηη β η µ

η µ
η

+  − −  − > > 时 2E 的全局渐近稳定性 

 

 
(b) 

 
(b) 
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(c) 

Figure 2. Global asymptotic stability of 3E  with ( ) ( )1 1 2 2 2
2 2 2

2 2

, i i
i s

Kk d k K r rd
k K r rd d

k K
ηη β η µ

η µ
η

−  − −  − > >  

图 2. 当 ( ) ( )1 1 2 2 2
2 2 2

2 2

, i i
i s

Kk d k K r rd
k K r rd d

k K
ηη β η µ

η µ
η

−  − −  − > > 时 3E 的全局渐近稳定性 

 

 
(a) 

 
(b) 

Figure 3. Global asymptotic stability of 4E  
图 3. 4E 的全局渐近稳定性 
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图 3(a)，图 3(b)分别展示了模型(1)中正平衡点 4E 的全局渐近稳定性，捕食者与食饵共存的状态，参

数选取如下： 

( )
1 2

1 2

0.6; 0.1; 0.1; 0.3; 1000; 0.5; 0.4;
0.5; 0.35; 0.4, : 100,50,8

s ir d d K
k k

µ η η
β

= = = = = = =

= = = 为其中初值
 

在本文定理 4.3 和定理 4.4 中，分别定义了易感捕食者 ( )sy t 以及患病捕食者 ( )iy t 的净再生数[20]，
从而数值模拟图1和图2分别显示了当易感捕食者 ( )sy t 以及患病捕食者 ( )iy t 的净再生数分别小于1时，

边界平衡点 2E 和 3E 的全局稳定性。

 6. 结论 

本文，提出了一个捕食者患病的捕食–食饵模型。文中假设易感捕食者和患病捕食者都具有捕获食

饵的能力，食饵的自然增长率为 Logistic 型增长率。由于易感捕食者较患病捕食者的捕获能力更强，行

动力更迅速，从而在模型假设的部分，本文分别就易感捕食者和患病捕食者对食饵的捕获率、捕食者自

身的自然死亡率等做了相应的合理假设。在本文的主要内容部分通过运用渐近系统理论以及构造

Lyapunov 函数的方法分别获得了 1 2,E E 和 3E 的全局渐近稳定性，在给出 2E 和 3E 平衡点全局渐近稳定性

的条件时，定义了易感捕食者和患病捕食者的净再生数，从而得出当 1
iyR < 时 2E 全局渐近稳定，而当

1
syR < 时 3E 全局渐近稳定的结论。此外，本文运用一致持久生存理论得到了患病捕食者一致持久生存的

充分条件。数值模拟图 1，图 2 不仅验证了 2 3,E E 的全局渐近稳定性，也显示了当易感捕食者 ( )sy t 以及

患病捕食者 ( )iy t 的净再生数分别小于 1 时，边界平衡点 2E 和 3E 的全局稳定性。图 3 补充了正平衡点 4E
的全局渐近稳定性。 

在本文中，并未就正平衡点的全局稳定性给予定性理论的分析，也未讨论患病捕食者的灭绝性问题，

这些都有待于将来去研究解决。 
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