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摘  要 

本文研究带不等式和等式约束的广义E-凸区间值优化问题(IOPE)，引入E- C∂ 凸，E- C∂ 伪凸，严格E- C∂ 伪

凸，E- C∂ 拟凸等广义E-凸性条件，给出(IOPE)的必要性和充分性最优性条件。 
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Abstract 
In this paper, we studied the generalized E-convex interval-valued optimization problems with 
inequality and equality constraints (IOPE). We gave the necessary and sufficient optimality condi-
tions for (IOPE) by the generalized E-convex conditions, such as E- C∂  convexity, E- C∂  pseudo-
convexity, strict E- C∂  pseudoconvexity, E- C∂  quasiconvexity. 
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1. 引言 

近年来许多学者讨论了参数不确定的数学规划问题，区间值优化问题就是其中一种。Wu [1]研究了

一类区间值优化问题，提出了一种新的凸性概念(LU-凸)，并给出一些区间值优化问题的最优性条件。Sun
和 Wang [2]研究了带有不等式约束的不可微区间值规划问题，给出了该问题的 FJ 和 KKT 型必要和充分

最优性条件。Tung [3]研究了带有不等式约束的凸半无限区间值规划问题，在凸性假设下给出了 KKT 型

必要和充分最优性条件。Ahmad [4]等研究了带有消失约束的连续可微区间值优化问题(IVVC)，并在一定

的约束条件下给出了 IVVC 的充分和必要最优性条件。 
凸性是最优化问题中的重要性质，许多学者引入了较弱的凸性的条件。Youness [5]首先提出了 E-凸

集、E-凸函数等定义，并给出这些定义在 E-凸规划问题中的一些应用。蔡章华和范晓冬[6]给出了 E-凸区

间值函数及其在优化问题中的应用。Luu 和 Mai [7]在广义凸性假设下，研究了一类带有不等式约束和等

式约束的不可微区间值优化问题，给出了该问题的 FJ 和 KKT 型必要最优性条件。Abdulaleem [8]研究了

E-可微的多目标规划问题，在广义 E-凸性假设下，给出该问题的 E-KKT 必要和充分最优性条件。Antczak
和 Abdulaleem [9]研究了 E-可微的多目标区间值优化问题，在广义 E-凸性假设下，给出该问题的 E-KKT
必要和充分最优性条件。邓春艳等[10]研究了 E-可微的 LU-E-不变凸区间值优化问题和 LU-E-预不变凸区

间值优化问题。 
受上述文献的启发，本文引入广义 E- C∂ 凸性概念，讨论了广义 E-凸区间值优化问题(IOPE)的必要和

充分最优性条件。 

2. 预备知识 

设 nR 是一个 n 维欧氏空间， ,⋅ ⋅ 表示 nR 上的内积。任给 nx R∈ ， ( )U x 表示在点 x 处的邻域。设
nC R⊆ ， clC ， convC 分别表示 C 的闭包和凸包，C 在点 x clC∈ 处的切锥定义为： 

( ) { }, : | 0, , , ,n
n n n nT C x v R t v v n N x t v C= ∈ ∃ → ∃ → ∀ ∈ + ∈  

C 的严格负极锥表示为： 

{ }{ }* *: | , 0, \ 0 .s nC x R x x x C= ∈ < ∀ ∈  

设 f 是 nR R→ 上的局部 Lipschitz 函数，则 f 在点 x 处关于方向 v 的 Clarke 方向导数为 

( ) ( ) ( )
, 0

, : limsup .c
x x t

f x tv f x
f x v

t→ ↓

+ −
′ =  

f 在点 x 处的 Clarke 次微分定义为 

( ) ( ){ }: : , , , .n n
C cf x R v f x v v Rξ ξ ′∂ = ∈ ≤ ∀ ∈  

众所周知， ( )C f x∂ 在 nR 上是一个非空凸紧集，集值映射 ( )Cx f x→∂ 是上半连续的。 
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性质 2.1 [11]设 : nf R R→ 在点 x 处是局部 Lipschitz 的，则 

( ) ( ){ }, max , : , .n
c Cf x v v f x v Rξ ξ′ = ∈∂ ∀ ∈  

设 D 是 R 上所有闭区间的集合。对任意的 [ ]( )1 2 1 2,A a a a a= ≤ ， [ ]1 2,B b b D= ∈ ，规定 [ ]2 1,A a a− = − − ，

[ ]1 1 2 2,A B a b a b+ = + + ， [ ]1 2 2 1,A B a b a b− = − − ，以及下面的 LU 序关系(见文献[12])。 

1 1 2 2

1 1 2 2

, ,
, ,

, .

LU

LU LU
s
LU

A B a b a b
A B A B A B

A B a b a b

≤ ⇔ ≤ ≤

< ⇔ ≤ ≠

< ⇔ < <

 

定义 2.1 [9]称集合 nM R⊆ 是 E-凸的，如果存在映射 : n nE R R→ 使得对每个 ,x y M∈ ， 0 1λ≤ ≤ 满

足 ( ) ( ) ( )1 E x E y Mλ λ− + ∈ 。 
定义 2.2 [9]称函数 :f M R→ 在 nM R⊆ 上是 E-凸的，当且仅当存在映射 : n nE R R→ 使得 M 是非空

E-凸集且 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 .f E x E y f E x f E yλ λ λ λ+ − ≤ + −  

下面我们给出广义 E- C∂ 凸性定义。 
定义 2.3 设 nM R⊆ ，函数 :f M R→ 在点 x M∈ 处是局部 Lipschitz 的，且存在映射 : n nE R R→ 使

得 M 是非空 E-凸集，称 f 在点 x 处是 E- C∂ 凸的，如果对 x M∀ ∈ ，有 

( )( ) ( )( ) ( )( ), , .Cf E x f E x x x f E xξ ξ− ≥ − ∀ ∈∂  

定义 2.4 设 nM R⊆ ，函数 :f M R→  在点 x M∈ 处是局部 Lipschitz 的，且存在映射 : n nE R R→ 使

得 M 是非空 E-凸集， 
1) 称 f 在点 x 处是 E- C∂ 伪凸的，如果对 x M∀ ∈ ，有 

( )( ) ( )( ) ( )( )0 , 0, .Cf E x f E x x x f E xξ ξ− < ⇒ − < ∀ ∈∂  

2) 称 f 在点 x 处是严格 E- C∂ 伪凸的，如果对 x M∀ ∈ ， x x≠ ，有 

( )( ) ( )( ) ( )( )0 , 0, .Cf E x f E x x x f E xξ ξ− ≤ ⇒ − < ∀ ∈∂  

3) 称 f 在点 x 处是 E- C∂ 拟凸的，如果对 x M∀ ∈ ，有 

( )( ) ( )( ) ( )( )0 , 0, .Cf E x f E x x x f E xξ ξ− ≤ ⇒ − ≤ ∀ ∈∂  

注 2.1 可以看出，当函数 f 是 E- C∂ 凸时，它也是 E- C∂ 伪凸或 E- C∂ 拟凸的；当 f 是 E-可微时，定义

2.4 即为[9]中定义 2.8~2.11；当 ( )E x x= ， nM R= 时，定义 2.3，2.4 又为[11]中定义的广义凸性概念。 

3. 广义 E-凸区间值优化问题 

我们讨论如下的区间值优化问题(见文献[9])。 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ): min ,L U
EIOP F E x F E x F E x =    

( )( ) { }
( )( ) { }

s.t. 0, 1, , ,

0, 1, , .
j

i

g E x j J m

h E x i I n

≤ ∈ =

= ∈ =

�

�
 

其中 :F M D→ ， : ,jg M R j J→ ∈ ， : ,ih M R i I→ ∈ 在 nM R⊆ 上是局部 Lipschitz 的， : n nE R R→ 是

一对一映射使得 M 是非空 E-凸集。 
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设 ( )( ) ( )( ){ }: : 0, , 0,E j iA x M g E x j J h E x i I= ∈ ≤ ∈ = ∈ 为(IOPE)的可行集， 

( )( ) ( )( ){ }: 0jJ E x j J g E x= ∈ = 是可行点 x 处的积极指标集。 
定义 3.1 [9]称可行点 x 是(IOPE)的局部 LU 最优解，如果不存在 ( )Ex A U x∈ ∩ 使得 

( )( ) ( )( )LUF E x F E x< 成立。 
定义 3.2 [9]称可行点 x 是(IOPE)的局部弱 LU 最优解，如果不存在 ( )Ex A U x∈ ∩ 使得 

( )( ) ( )( )s
LUF E x F E x< 成立。 

定义 3.3 [8]称(IOPE)在点 x 处满足 E-Abadie 约束条件(ACQE)，如果 

( ) ( ), .E ET A x L x=  

其中 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }| , 0, , , , 0, ,n g g h h
E j j C j i i C iL x v R v g E x j J E x v h E x i Iξ ξ ξ ξ= ∈ ≤ ∀ ∈∂ ∈ = ∀ ∈∂ ∈  

表示(IOPE)在点 x 处的 E-线性锥。 
定理 3.1 [13] (Motzkin 择一定理)设 1 2 3, ,D D D 为给定的矩阵， 1D 是非空的。则下面两个结论有且仅有

一个成立。 
1) 方程 1 0D x < ， 2 0D x ≤ ， 3 0D x = 有解 x。 
2) 方程 T T T

1 1 2 2 3 3 0D y D y D y+ + = ， 1 0y ≥ ， 2 0y ≥ 有解 1y ， 2y ， 3y 。 
定理 3.2 (E-KKT 必要最优性条件)设 x 是(IOPE)的局部弱 LU 最优解。如果(ACQE)在点 x 处成立，则

存在拉格朗日乘子 ,L U Rα α +∈  ( 1L Uα α+ = )， mRλ ∈  ( ( )( )0,j j J E xλ ≥ ∈ )， nRµ ∈ 使得 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1

0 ,
m n

L L U U
C C j C j i C i

j i
F E x F E x g E x h E xα α λ µ

= =

∈ ∂ + ∂ + ∂ + ∂∑ ∑           (3.1) 

( )( ) 0, 0j jg E xλ λ= ≥                                 (3.2) 

证明：首先证 

( )( ) ( )( )( ) ( ), .
sL U

C C EF E x F E x T A x φ∂ ∂ =∪ ∩                       (3.3) 

假设存在 ( )( ) ( )( )( ) ( ),
sL U

C C Ev F E x F E x T A x∈ ∂ ∂∪ ∩ ，可得 

( )( ), 0, ,L L L
Cv F E xξ ξ< ∀ ∈∂  

且 

( )( ), 0, .U U U
Cv F E xξ ξ< ∀ ∈∂  

因为 LF ， UF 在点 x 处是局部 Lipschitz 的，由性质 2.1 可知，存在 

( )( )* L
Cx F E x∈∂  

使得 

( ) ( )( )
( )( )

*, max , , 0,
L L

C

L L

c F E x
F E x v v x v

ξ
ξ

∈∂

′ = = <  

同理有 

( ) ( )( ), 0.U

c
F E x v′ <  
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又由 ( ),Ev T A x∈ 可得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
, 0

, limsup 0,
n n

L L
n nL

c v v t n

F E x t v F E x
F E x v

t→ ↓

+ −′ = ≥  

或 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
, 0

, limsup 0.
n n

U U
n nU

c v v t n

F E x t v F E x
F E x v

t→ ↓

+ −′ = ≥  

产生矛盾，所以(3.3)成立。又因为(ACQE)在点 x 处成立，故 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ,
sL U

C C EF E x F E x L x φ∂ ∂ =∪ ∩  

即下式

 

( )( )
( )( )
( )( ) ( )( )
( )( )

, 0,

, 0,

, 0, ,

, 0, ,

L L L
C

U U U
C

g g
j j C j

h h
i i C i

x x F E x

x x F E x

x x g E x j J E x

x x h E x i I

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

 − < ∀ ∈∂

 − < ∀ ∈∂


− ≤ ∀ ∈∂ ∈


− = ∀ ∈∂ ∈

 

不成立。再由定理 3.1 可知存在 ,L U Rα α +∈ ，
( )( )J E xRη ∈ ， 0η ≥ ， nRµ ∈ 使得 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( )( )
1

0
n

L L U U
C C j C j i C i

ij J E x
F E x F E x g E x h E xα α η µ

=∈

∈ ∂ + ∂ + ∂ + ∂∑ ∑  

成立。再取
( )( )
( )( )

,

0,
j j

j

j J E x

j J E x

λ η

λ

 = ∈


= ∉
，即得(3.1)和(3.2)式。证毕。 

注 3.1 满足定理 3.2 中(3.1)和(3.2)式的点 ( ), , , ,L Ux α α λ µ ，称为(IOPE)的 KKT 点。 
定理 3.3 设 ( ), , , ,L Ux α α λ µ 是(IOPE)的一个 KKT 点， ( )( ) { }: 0iI E x i I µ+ = ∈ > ， 

( )( ) { }: 0iI E x i I µ− = ∈ < 。如果下面的条件成立： 
1) 函数 LF ， UF 在点 x 处是 E- C∂ 凸的， 
2) 函数 jg ， ( )( )j J E x∈ 在点 x 处是 E- C∂ 凸的， 
3) 函数 ( )( )( )ih i I E x+∈ ， ( )( )( )ih i I E x−− ∈ 在点 x 处是 E- C∂ 凸的。 

则 x 是(IOPE)的局部弱 LU 最优解。 
证明：反证法。假设 x 不是(IOPE)的局部弱 LU 最优解，则存在 ( )Ex A U x∈ ∩ ，满足 

( )( ) ( )( )s
LUF E x F E x< 。由条件 1)~3)，可得 

( )( ) ( )( ) ( )( ), ,L L L L L
CF E x F E x x x F E xξ ξ− ≥ − ∀ ∈∂                 (3.4) 

( )( ) ( )( ) ( )( ), ,U U U U U
CF E x F E x x x F E xξ ξ− ≥ − ∀ ∈∂                 (3.5) 

( )( ) ( )( ) ( )( ), ,g g
j j j j C jg E x g E x x x g E xξ ξ− ≥ − ∀ ∈∂                  (3.6) 

( )( ) ( )( ) ( )( ), ,h h
i i i i C ih E x h E x x x h E xξ ξ− ≥ − ∀ ∈∂                   (3.7) 

( )( ) ( )( ) ( )( ), ,h h
i i i i C ih E x h E x x x h E xξ ξ− + ≥ − − ∀ ∈∂                  (3.8) 

结合(3.4)~(3.8)和它们相应的乘子，可得 
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( )( ) ( )( )( ) ( )( )0 , , ,L L L L L L L L
CF E x F E x x x F E x Rα α ξ ξ α +> − ≥ − ∀ ∈∂ ∈         (3.9) 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )0 , , ,U U U U U U U U
CF E x F E x x x F E x Rα α ξ ξ α +> − ≥ − ∀ ∈∂ ∈       (3.10) 

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )0 , , ,g g
j j j j j j C jg E x g E x x x g E x j J E xλ λ ξ ξ≥ − ≥ − ∀ ∈∂ ∈       (3.11) 

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )0 , , ,h h
i i i i i i C ih E x h E x x x h E x i I E xµ µ ξ ξ += − ≥ − ∀ ∈∂ ∈        (3.12) 

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )0 , , ,h h
i i i i i i C ih E x h E x x x h E x i I E xµ µ ξ ξ −= − ≥ − ∀ ∈∂ ∈        (3.13) 

结合(3.9)~(3.13)可得 

1 1
, 0.

m n
L L U U g h

j j i i
j i

x xα ξ α ξ λ ξ µ ξ
= =

+ + + − <∑ ∑                      (3.14) 

与(3.1)矛盾，假设不成立。故 x 是(IOPE)的局部弱 LU 最优解。证毕。 
注 3.2 设定理 3.3 中函数 ,L UF F 在点 x 处是 E- C∂ 伪凸的，其结论依然成立。 
定理 3.4 设 ( ), , , ,L Ux α α λ µ 是(IOPE)的一个 KKT 点， ( )( ) { }: 0iI E x i I µ+ = ∈ > ， 

( )( ) { }: 0iI E x i I µ− = ∈ < 。如果下面的条件成立： 
1) 函数 LF ， UF 在点 x 处是 E- C∂ 伪凸的， 
2) 函数 jg ， ( )( )j J E x∈ 在点 x 处是 E- C∂ 拟凸的， 
3) 函数 ( )( )( )ih i I E x+∈ ， ( )( )( )ih i I E x−− ∈ 在点 x 处是 E- C∂ 拟凸的。 

则 x 是(IOPE)的局部弱 LU 最优解。 
证明：反证法。假设 x 不是(IOPE)的局部弱 LU 最优解，则存在 ( )Ex A U x∈ ∩ ，满足 

( )( ) ( )( )s
LUF E x F E x< 。因为 

( )( ) ( )( ) ( )( )0,j jg E x g E x j J E x− ≤ ∈  

( )( ) ( )( )( ) ( )( )0,i ih E x h E x i I E x−− − − = ∈  

( )( ) ( )( ) ( )( )0,i ih E x h E x i I E x+− = ∈  

所以由条件 1)~3)，可得 

( )( ), 0,L L L
Cx x F E xξ ξ− < ∀ ∈∂                          (3.15) 

( )( ), 0,U U U
Cx x F E xξ ξ− < ∀ ∈∂                          (3.16) 

( )( ), 0,g g
j j C jx x g E xξ ξ− ≤ ∀ ∈∂                          (3.17) 

( )( ) ( )( ), 0, ,h h
i i C ix x h E x i I E xξ ξ +− ≤ ∀ ∈∂ ∈                     (3.18) 

( )( ) ( )( ), 0, ,h h
i i C ix x h E x i I E xξ ξ −− ≤ ∀ ∈−∂ ∈                    (3.19) 

由(3.15)~(3.19)和它们相应的乘子可得(3.14)成立，与(3.1)矛盾，假设不成立，证毕。 
定理 3.5 设 ( ), , , ,L Ux α α λ µ 是(IOPE)的一个 KKT 点， ( )( ) { }: 0iI E x i I µ+ = ∈ > ， 

( )( ) { }: 0iI E x i I µ− = ∈ < 。如果下面的条件成立： 
1) 函数 LF ， UF 在点 x 处是严格 E- C∂ 伪凸的， 
2) 函数 jg ， ( )( )j J E x∈ 在点 x 处是 E- C∂ 拟凸的， 
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3) 函数 ( )( )( )ih i I E x+∈ ， ( )( )( )ih i I E x−− ∈ 在点 x 处是 E- C∂ 拟凸的。 
则 x 是(IOPE)的局部 LU 最优解。 

证明：定理 3.5 的证明过程与 3.4 类似，故省略。 

4. 总结 

本文研究了广义 E-凸区间值优化问题(IOPE)，引入 E- C∂ 凸，E- C∂ 伪凸，严格 E- C∂ 伪凸，E- C∂ 拟

凸等广义 E-凸性条件，在目标函数和约束函数均 E-不可微的条件下，给出(IOPE)的局部(弱) LU 最优解存

在的必要性和充分性条件。 
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