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摘  要 

本文运用Müntz配置法求解具有非光滑解的第三类时滞Volterra积分方程并给出收敛性分析。首先选取

合适的分数次多项式空间作为近似解空间，使得数值解更精准地逼近方程的解析解，再用带权的分数次

Jacobi高斯求积公式近似积分算子得到全离散格式。其次通过理论分析给出数值格式在 L∞和带权 L , ,
2
α β λω

范数下的误差估计，最后通过数值实验验证了数值格式的谱精度。 
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Abstract 
In this paper, the Müntz-collocation method is used to solve the third-kind Volterra integral equa-
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tion with delay and the convergence analysis is given. Firstly, the proper fractional polynomial 
space is selected as the approximate solution space to make the numerical solution more accu-
rately approach the analytic solution of the equation. Then, the fractional Jacobi Gaussian qua-
drature formula with weight is used to approximate the integral operator to get the fully discrete 
scheme. Secondly, the error estimations of the numerical scheme under L∞  norm and the 

weighted L , ,
2
α β λω

 norm are given by theoretical analysis. Finally, the spectral accuracy of the nu-
merical scheme is verified by numerical experiments. 
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1. 引言 

本文主要考虑如下时滞第三类 Volterra 积分方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
0

, d , : 0, ,
qt

t y t qt K t y f t t I Tµν δ δ δ δ−= − + ∈ =∫                       (1) 

其中 0ν > ， [ )0,1µ ∈ ，函数 ( ) ( ) ( ),f t t g t f C Iν= ∈ ，核函数 ( , )K t δ 具有分解形式 

( )
( )

( )

1 , ,  1
,

, ,           1.

H t
K t

H t

µ νδ δ µ ν
δ

δ µ ν

+ − + ≥= 
+ <

，
 

Volterra 积分方程(VIEs)在生物学、控制问题、人口动力学等方面都有广泛应用，其中基于第一、二

类 Volterra 积分方程的理论和算法研究已相对成熟[1]，而第三类 Volterra 积分方程由于积分算子结构更

加复杂，研究进展相对缓慢。1910 年，Evans [2]首次提出第三类 VIEs 的一般形式。然而直到 2015 年，

Seyed，Alleai 等学者[3]证明了第三类 VIEs 的解的存在性、唯一性、正则性后，第三类 VIEs 才受到更多

学者关注。2017 年，Seyed，Alleai 等在文献[4]中采用样条配置法得到该方程的近似解。随后，关于第三

类 VIEs 的理论和算法研究得到快速发展。2019 年，宋等[5]在分片多项式空间中用配置法求解了非线性

第三类 VIEs，同年 Shayanfard 等[6]采用多步配置法求解第三类 VIEs。2020 年，蔡[7]提出基于算子分解

法的谱 Legendre-Galerkin 法求解第三类 VIEs，并给出稳定性和收敛性分析。2021 年，宋等[8]采用梯度

网格求解了具有时滞项的第三类 VIEs。2021 年，马等[9]用 Chebyshev 谱配置法求解了具有非光滑解的第

三类 Volterra 积分方程并给出了严格的收敛性分析，同年马等在文献[10]中采用 Legendre 配置法求解具

有非光滑解的第三类 Volterra 积分微分方程。 
为了简化模型，令 qsδ = ，方程(1)可转化为 

( ) ( ) ( ) [ ], , ,   : 0,1 ,qy t y t g t t Iµ ν= + ∈ =                           (2) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ), , 0
, d

t
q y t q t qt qs K t qs y qs sµν

µ ν
−−= −∫ ， ( ) ( )g t t f tν−= 。从文献[4] [11]和[12]可知当 1µ ν+ ≥ 且

( )0,0 0H ≠ 时积分算子 , ,qµ ν 是非紧致的，然而当 0µ ν+ < 或者当 1µ ν+ ≥ 且 ( )0,0 0H = 时，积分算子

, ,qµ ν 是从 ( )C I 到 ( )C I 的紧算子。 
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2019 年，侯等在[12]中提出了新的导数定义，证明了分数次 Jacobi 多项式在新导数定义下能继承经

典 Jacobi 多项式的基本性质，并指出用 Müntz 配置法求解一般弱奇异 Volterra 积分方程具有显著优势。

本文基于分数次 Jacobi 多项式配置点的 Müntz 配置法求(2)，并在带权的 Sobolev 空间中研究该配置法的

收敛性，最后通过数值算例验证理论结论的有效性。 

2. 预备知识及离散格式 

2.1. 预备知识 

为了构建分数次 Jacobi 配置法的离散格式。我们首先引入分数次多项式空间作为近似解空间，其次

引入新的导数定义使得分数次 Jacobi 多项式能继承经典 Jacobi 多项式的基本性质，如正交性等。最后定

义加权 Sobolev 空间下的正交投影算子和插值算子，为第四节的收敛性分析提供理论依据。 
定义 2.1  [12]定义分数次多项式空间 

( ) { }2 3: 1, , , , , ,   0 1,n
n I t t t tλ λ λ λ λ λ= < ≤  

和 n 次分数次 Jacobi 多项式 

( ) ( ), , , 2 1 , ,   , 1,n nJ t J t t Iα β λ α β λ α β= − ∀ ∈ > −  

其中 ( ),
nJ tα β 是标准 Jacobi 多项式， ( ), ,

nJ tα β λ 是关于权函数 ( ) ( ) ( )1 1, , 1t t t
α β λα β λ λω λ + −= − 正交的分数次

Jacobi 多项式。 
定义 2.2  [12]广义 Lagrange 基函数 

( ),
,

0,
, 0 ,

N
i

j
i i j j i

t t
l t j N

t t

λ λ
α β
λ λ λ

= ≠

−
= ≤ ≤

−∏  

其中{ } 0

N
j j

t
=
是 N + 1 个分数次 Jacobi 高斯点。由此广义 Lagrange 插值算子定义为 ( ) ( ),

, :N NC I Iα β λ
λ →   

( ) ( ) ( ), ,
, ,

0
.

N

N j j
j

y t l t y tα β α β
λ λ

=

= ∑  

定义 2.3  [12]如果 0 1λ< ≤ ， 1k ≥ ，则 k 次新导数 ( )kD y tλ 定义为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1 d,     .
d

k

k tD y t D D D y t D y t y t y t
t

λ

λ λ λ λ λ λ λ

−

′= ⋅ = =



 

由文献[12]可知，在新的 k 次导数定义下，分数次 Jacobi 多项式能很好的继承经典 Jacobi 多项式的正交

性。最后，我们定义带权 , ,
2L α β λω

空间及其内积和范数 

( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ,

, , , , , ,

1 22 , ,
0

1
1 , , 2
0

| d ,

, d ,   , .

L y y t t t

u v u t v t t t u u u

α β λ

α β λ α β λ α β λ

α β λ
ω

α β λ
ω ω ω

ω

ω

= < +∞

= =

∫

∫
 

以及分数次 Jacobi 加权 Sobolev 空间及其内积、范数和半范数 

( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )

( )

, ,

, , ,, ,
, , ,

, , , , ,
,

, 2
,

1
2

0

0,

| ,0 ,  ,

, , ,  , ,

: , .

k k

m m mk k

m m m m m

m k

m
k k

B B B
k

m m m
B

B y D y L I k m m N

y v D y D v y y y

y D y y D

I

D y

α β λ

λ λ λα β λ
α β α β α β

λ α β λ α β λ
α β

λ
α β λ ω

λ λ ω

λ λ λω ω

+ +

+ +

+ + + +

=

= ∈ ≤ ≤ ∈

= =

= =

∑  
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2.2. 离散格式 

Müntz 配置法是将分数次多项式空间作为近似解空间，也就是寻找 ( )N Ny Iλ λ∈ 使得方程(2)在分数次

Jacobi 配置点{ } 0

N
i i

t
=
上恒成立，即 

( ) ( )( ) ( ), , 0, , .,   N i q N i iy t y t g t i Nλ λ
µ ν= + =                             (3) 

为了利用分数次 Jacobi 多项式的正交性求解上述方程，引入变量变换 ( )
1

i is t λτ θ θ= = ，则(3)中的积分项 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( ), , ,1

, , 0

1 1 11 1 1
0

, d

1                  1 , d

                  : , , ,

t
q N i i i i N

i i i N i

i i N i

y t q t qt qs K t qs y qs s

t q K t q y q

K t q y q µ φ µ ν

µλ ν λ
µ ν

µ

µ ν µ λλ λ

λ

ω

θ τ θ τ θ θ θ
λ

τ θ τ θ −

−−

−
−− − −

= −

 
= −  

 

=

∫

∫



            (4) 

其中 

( )( )

( )( )

( )( )

( )

1
1

1
1 1

1 1

1 1 , ,          1,
1

,

1 1 , ,   1,
1

,                                          
,

i

i

i

q H t q

K t q

t q H t q

µ
µ νλ

ν λ

µ

λ
µ ν µ λ

θ θ τ θ µ ν
λ θ

τ θ

θ θ τ θ µ ν
λ θ

µ ν µ ν
λ λ

φ µ ν

−
+ −  

−
 − − − −  


 −

+ ≥ −= 


− + < −


+ + −  

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 =
     1,

1 1 ,                                                          1,

µ ν

µ ν
λ λ


+ ≥


  − + <   

            (5) 

⋅   表示上取整函数。 
对于给定的 N > 0，设{ } 0

, N
k k k

wθ
=
是 N + 1 个分数次 Jacobi 高斯点和相应权值，则存在如下分数次

Jacobi-Guass 求积公式： 

( ) ( ) ( )1 , ,
0

0
,d

N

k k
k

f t t t fα β λω θ ω
=

≈ ∑∫  

因此利用分数次 Jacobi-Guass 求积公式近似积分项(4)，可得 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ), , ,1
0

, , , .
N

i i N i i i k N i k k
k

K t q y q K t q y qµ φ µ ν
λ λ

ω
τ θ τ θ τ θ τ θ ω−

=

≈ ∑  

为了方便，我们令 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ), , ,1, , , 0
: , , , .

N
N

q N i i i N i i i k N i k kN k
y t K t q y q K t q y qµ φ µ ν
λ λ λ

µ ν ω
τ θ τ θ τ θ τ θ ω−

=

= ≈ ∑  

综上所述，分数次 Jacobi 谱配置法的数值解 ( ) ( ) ( ),
,

0

N

N j j N
j

y t y l t Iλ α β λ
λ

=

= ∈∑  满足全离散格式 

( ) ( )( ) ( ), , 0,1, , ,,N
N i q N i iy t y t g t i Nλ λ

µ ν= + =                        (6) 

其等价矩阵形式为 
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,Y AY F= +  

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

T
0 1 0 1

,
, , , ,

T

0
0

, , ,      , , , ,

 .,

,

,  

N N

N N
i j i i k j i k k i j i j

k

Y y y y F g t g t g t

a K t q l q A aα β
λτ θ τ θ ω

=
=

= =

= =∑

 

 

3. 主要引理 

本节我们介绍在加权 Sobolev 空间下的投影算子、插值算子、分数次 Jacobi 多项式等概念的重要性

质，以及在下节收敛性分析证明中需要用到的重要引理。 

引理 3.1 [12]如果
11 ,
2

α β− < ≤ − ，那么对一切 ( )
1

,1
,

my t B Iλ
α β

 
 ∈ 
 

，有 

( )

, ,1

, ,
, ,1

11
, 2
,

0,

1
,
, 0,

0,

,

.

m m

l l
m m

m m
N t

l l m m
N t

y y CN y t

D y y CN y t

α β

α β λ
α β

α β λ
λ

ω

α β λ
λ λ ω

ω

+ +

+ +
+ +

−

−

 
  − ≤ ∂

 
− ≤ ∂   



 






 

引理 3.2 [12] [13]令 ( ){ },
, 0

N

j j
l tα β

λ =
是以 N + 1 个分数次 Jacobi 多项式高斯点{ } 0

N
i i

t
=
为插值基点的拉格朗日插

值基函数，则 

( )
( )

( ) { }

( ) ( ),
,

, ,
, ,

0

, ,
, ,

0

1log , 1 , ,
2max

, max , , ,

.

N

N t I j
j

N

N j j
j

O N
l t

O N

y t l t C yα β
α β

α β α β
λ λ

λ

α β α β
λ λω

ω

α β

λ α β
∈∞

=

∞
=

 − < ≤ −= = 
 =

= ≤

∑

∑

其他





 

引理 3.3 [12]假设 1m > ， ( ),1
,

mB Iα βν ∈ ，则对于分数次 Jacobi-Guass 插值有 

( ) ( ), ,1 , ,1 , ,1, ,1
1

, 0,0,
, ,  ,,    m m

m m
t NNy y CN yα β α β α βα βω ω ωω

φ φφφ + +
−− ≤ ∂ ∀ ∈  

其中 ( ) ( ) ( ), ,1,
0

,
N

k k kN
k

y y t tα βωφ φ ω
=

= ∑ 。 

引理 3.4 [9]令 0L > ， ( )y t 是在[0, 1]上的非负且局部可积函数，若 ( )y t 满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, d ,
t

y t v t L t t s K t qs y qs sµν −−≤ + −∫  

则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, d .
t

y t v t L t t s K t qs v qs sµν −−≤ + −∫  

引理 3.5 [13]令 r 是非负整数， ( )0,1κ ∈ ，则存在常数 C，使得对 ( ) ( ),ry t Iκ∀ ∈ ，存在函数 1
N Ny∈ 满

足 

, ,r
N ry y CN yκ

κ
− −

∞
− ≤  

其中 ,r κ
 是指数为κ 的 r 次 Hölder 连续函数 
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( )
( ) ( )

0 0 1
, max max sup .

tk r

r r
t tk

tr
t y

y t y t
y y t

t y κκ
≤≤ ≤≤ ≠

∂ − ∂
= ∂ +

−
 

引理 3.6 [9]如果 1µ < ，1 0qµ ν− − + > 并且 { }0 min 1 ,1,1qκ µ ν µ< < − − + − ，则存在依赖于 ( )
0,

,l t
κ

⋅ 的 C，
使得对 ( ) ( )y t C I∀ ∈ 满足 

( ) ( ) ( ) ( )
0

, d ,
t qMy t t s t s l t qs y qs sµ ν−= −∫  

则有 
1

0,

.My t C yλ

κ
∞

 
≤  

 
 

4. 收敛性分析 

本节研究该方法在 L∞ 和 , ,
2L α β λω

空间中的误差估计。不妨设 ( ) ( ) ( )Ne t y t y tλ= − 为误差函数，则方程(6) 
与方程(2)相减可得 

( ) ( )( ), , ,i i q i iy t y e t Iµ ν− = +                                (7) 

其中 ( ) ( ), , , ,
N

i q i q iI y t y tµ ν µ ν= −  ，接着将方程(7)两端同乘 ( ),
,il tα β
λ ，并将 i 从 0 到 N 求和得 

( )( ) ( ), , ,
, , , , ,

0
,

N

N N N q i i
i

y y I e t l t Iα β λ α β α β
λ λ µ ν λ

=

− = +∑   

因此 

( ) ( ) ( ) ( )
3

, ,
1

,q i
i

e t e t E tµ ν
=

= +∑  

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

, ,
1 , 2 ,

0

,
3 , , ,

, ,

.

N

N i i
i

N q

E t y t y t E t l t I

E t I e t

α β α β
λ λ

α β
λ µ ν

=

= − =

= −

∑

 
                         (8) 

综上所述 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

0
0

, d .
t

i
i

e t t t s K t qs e qs s E tµν −−

=

≤ − + ∑∫                        (9) 

定理 4.1 假设
11 ,
2

α β− < ≤ − ，核函数 ( ) ( ), mH t s C D∈ ，令 y 是问题(2)的解析解且 ( )
1

,1
,

my t B Iλ
α β

 
∈  

 
， Nyλ

是采用离散格式(6)得到的近似解，则存在常数 C，当 N 充分大时有 

, ,1

11
2

0,

log ,
m m

m m
N xy y CN N t Ky yN

α β

λ λ

ω + +

− ∗
∞∞

 
− ≤ ∂ +  

 

 
 
 
 

                    (10) 

其中 

( )( ) ( ), , ,10 0,
max , .m m

m
i N i iK K t q µ φ µ νθ ω

τ − +
∗

≤ ≤= ∂ ⋅                           (11) 

证明：由引理 3.4 中的 Gronwall 不等式可得 
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( ) ( )
3

1
0

.
i

e t C E t
∞ ∞

=

≤ ∑                                (12) 

由引理 3.1、引理 3.2、引理 3.3 可分别得到 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )

, ,1

, , ,1 , , ,1

11
, 2

1 ,

0,

1 1 10, 0,

* *

,
2 ,

0

.

max max , max

                   ,

lo

m m

m m

m m
N

m m
i N i i N i i N N i

m m

t

N i

N

i i
i

E t y t I y t CN y t

I CN K t q y q

CN K y q CN K y e

E t l t I C

α β

µ φ µ ν µ φ µ ν

α β λ
λ

ω

λ
θ ω ω

λ

α β
λ

τ τ

τ

+ +

− + −

−

∞ ∞

−
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

− −
∞ ∞∞

∞
= ∞

 
= − ≤ ∂   

 

≤ ∂ ⋅ ⋅

≤ ⋅ ≤ +

= ≤∑ ( )*g .mNN K y e−
∞ ∞
+

 

由于 3E 中积分算子的特殊性，我们分别讨论 1µ ν+ ≥ 和 1µ ν+ < 两种不同的情况下 3E
∞
的范数估

计。 
当 1µ ν+ ≥ 时，因为 ( ) ( ), mH t s C D∈ ，则存在 ( )1, tξ ∈ − ，满足一次 Taylor 展开式 

( ) ( ) ( )ˆ, 0,0 , ,H t qs H H t qs= +  

其中 

( ) ( ) ( ) ( )
d ,ˆ , , .

d x
s

H s qs
H t qs s t s H qs

s
ζ

ξ
=

= + − ∂  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, 1
3,1 , 0

, 1
3,2 , 0

, 1
3,3 , 0

0,0 d ,

0,0 d ,

ˆ , d .

t
N

t
N N

t
N

E t I q t t s s H y qs s

E t I q t t s s H y qs s

E t I q t t s s H t qs e qs s

µα β ν ν µ ν
λ

µα β ν ν µ ν λ
λ

µα β ν ν µ ν
λ

−− + −

−− + −

−− + −

= − −

= − −

= − −

∫

∫

∫







 

则有 

( )
3

3 3,
1

,i
i

E E t
=

= ∑                                     (13) 

接着根据引理 3.1 和 Hardy 不等式，参考文献[12]可以得到 

( ) ( ) ( )

( )

1

, ,1

, ,1

1 11
12

3,1 0

0,

1 1 11 11
2

0

0,

11
2

0,0 d

               1 0,0 d

               1

m m
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m tm
t

m m
t

m

m

E t CN q t t s s H y qs s

qCN H y qt

qCN

λ

α β
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ν µ νλ λ

ω
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λ λ λ λ

ω

ν
λ

λ

θ θ θ θ
λ

θ
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+ +

+ +

− −
− + −

∞

− +
−−

+
−

   
≤ ∂ −      

   

   
≤ − ∂      

   

≤ −




∫

∫

( )
, ,1

, ,1

111

0

0,

11
2

0,

0,0 d

               .

m m

m m

m m

m m
t

H y

CN ty

α β

α β

µ µ ν
λ λ

τ

ω

λ

ω

θ τ θ
+ +

+ +

− +
+ −

−

 
∂   

 

 
≤ ∂   










∫

          (14) 

又因为 ( ) ( ) ( ) ( )1
0

0,0 d
t

N Nq t t s s H y qs s Iµν ν µ ν λ λ−− + −− ∈∫  ，所以 
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( )3,2 0.E t
∞
=                                        (15) 

因为 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
0

1
0

1
0

ˆ ˆ , d

,
         d

d

, d ,

t

t

s

t
x

Me t t t s s H t qs e qs s

H t qs
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s
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µν µ ν

µν µ ν

η

µν µ ν ξ

−− + −

−− + −

=

−− + −

= −

= −

+ − ∂

∫

∫

∫

 

接着我们令 1 1κ α= − ，再由引理 3.2、引理 3.5 和引理 3.6 可得 

( ) ( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )

1

1
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1 1
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1
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κ
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∞

≤

           (16) 

最后，由(14)、(15)和(16)可知 

( ) ( ) 1

, ,1

113
2

3 3,
1 0,

log .
m m

m m
k t

k
E t C E t CN t Cy NN e

α β

κλ
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=

 
≤ ≤ ∂ +  

 
∑  

当 1µ ν+ < 时，相比于 1µ ν+ ≥ 情况下的积分算子，此情况下的积分算子构造较为简单，令

2 1κ µ ν= − − ，类似(16)的证明可得 

( ) ( )2 2

2

1

3 ,

0,

loglog ,E t C NN e z C NN eκ λ
ν

κ
µ

κ

−−

∞ ∞

 
≤  

 
≤   

通过上述证明过程，我们得到(10)式中的误差估计。 
不失一般性，类似文献[9]定理 4.2 的证明过程可得(2.4)在加权 , ,

2L α β λω
范数下的误差估计。 

定理 4.2 假设
11 ,
2

α β− < ≤ − ，核函数 ( ) ( ), mH t s C D∈ ，假设 y 是问题(2)的解析解且 ( )
1

,1
,

my t B Iλ
α β

 
 ∈ 
 

， Nyλ

是采用离散格式(6)得到的近似解，则存在常数 C，当 N 充分大时有 

, ,
, ,1

11
2

0,
0,

1 ,
m m

m m
N t yy y CN N t K yα β λ

α β

κλ λ
ω

ω + +

−− ∗
∞
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               (17) 

其中 

1 ,       1,
1 ,  1,

µ µ ν
κ

µ ν µ ν
− + ≥

=  − − + <
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K ∗的定义和(11)一致。 

5. 数值实验 

考虑以下形式的方程： 

( ) ( ) ( ) ( )

4 510.5 3 33 62
0

1 7
2 20.5 d ,
8 4

t
t y t t y t tδ δ δ δ−

   Γ Γ   
   = − + −
Γ∫                   (18) 

其中
1
2

µ = ，
4
3

ν = ， ( )
5
6,K t δ δ= ，精确解为 ( )

5
3y t t= 。由于该方程具有非光滑解，对此我们通过选取

参数 λ 的值，使得数值解更加接近解析解。首先分别选取
1 1 11, , ,
2 4 5

λ = ，比较参数 λ 在不同取值下对方程 

求解的影响。其次选择权指标 0.6α β= = − ，分别计算 L∞ 和带权 0.6, 0.6,
2L λω− − 范数下的误差。通过误差表 1，

表 2，可以看出 1, 24Nλ = = 时 L∞ 范数下误差为 1.80e−05，远远大于 λ 取值为分数的情况。从误差图 1， 

图 2 可以看出 1λ = 时误差衰减最缓慢，随 λ 取值变小误差衰减率逐渐变大，当
1
5

λ = 时误差衰减最快， 

甚至在 24N = 处数值解与精确解在 L∞ 范数下误差仅为 2.40e−15，这表现了 Müntz 配置法具有更高精度，

同时我们可以从误差图 1，图 2 得出该方法具有指数收敛性，数值实验和理论分析高度吻合。综上所述，

Müntz 配置法在求解具有时滞项和非光滑解的第三类 Volterra 方程时具有较强的可行性和有效性。 
 
Table 1. 4 24N≤ ≤ , the L∞  norm error 
表 1. 4 24N≤ ≤ ， L∞ 范数下的误差 

N 4 8 12 16 20 24 

1λ =  2.64e−03 3.31e−04 9.41e−05 3.80e−05 1.86e−05 1.03e−05 

1
2

λ =  3.63e−04 3.55e−06 2.64−07 4.17e−08 9.91e−09 3.05e−09 

1
4

λ =  1.09e−02 2.28e−07 5.33e−10 1.03e−11 5.19e−13 4.62e−14 

1
5

λ =  2.12e−02 1.69e−06 1.67e−10 8.99e−13 1.91e−14 8.65e−16 

 
Table 2. 4 24N≤ ≤ , the 0.6, 0.6,

2L λω− −  norm error 

表 2. 4 24N≤ ≤ ， 0.6, 0.6,
2L λω− − 的范数下的误差 

N 4 8 12 16 20 24 

1λ =  4.98e−04 3.86e−05 8.13e−06 2.63e−06 1.08e−06 5.22e−07 

1
2

λ =  1.25e−04 7.83e−07 4.53e−08 5.95e−09 1.22e−09 3.35e−10 

1
4

λ =  8.08e−03 1.20e−07 2.34e−10 4.17e−12 1.94e−13 1.63e−14 

1
5

λ =  1.80e−02 1.25e−06 1.11e−10 5.62e−13 1.14e−14 5.66e−16 
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Figure 1. 4 24N≤ ≤ , the L∞  norm error 
图 1. 4 24N≤ ≤ ， L∞ 范数下的误差 

 

 

Figure 2. 4 24N≤ ≤ , the 0.6, 0.6,
2L λω− −  norm error 

图 2. 4 24N≤ ≤ ， 0.6, 0.6,
2L λω− − 的范数下的误差 

6. 总结 

我们采用具有谱精度的分数次 Jacobi 谱配点法求解了具有时滞项的第三类 Volterra 积分方程，讨论

了在 L∞ 和加权 , ,
2L α β λω

范数下的误差估计。由于方程的解在原点附近具有奇异性，若采用经典的多项式配

置法会降低全局收敛阶，因此采用分数次 Lagrange 多项式作为插值基函数得到数值解。最后证明了使用

广义基函数能使得到的数值格式具有更好的误差精度。 
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