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摘  要 

为了更好地理解寄生虫进化对媒介传播疾病的影响，本文建立了一个包含寄生虫和媒介传播疾病的嵌套

模型，对该模型的分析不是一件易事，我们用常微分方程模型描述了宿主内寄生虫和红细胞的相互作用。

在宿主内模型中，除了无病平衡点外，还存在一个边界平衡点和一个唯一共存平衡点。当宿主内平衡点

稳定时，宿主外的易感个体的死亡率和感染率也是不变的。通过考虑寄生虫和红细胞的感染期，构造了

一个年龄结构的媒介传播疾病模型。对于宿主间模型，无病稳态局部稳定性和共存稳态的存在性取决于

基本再生数。 
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Abstract 
In order to better understand the impact of parasite evolution on vector-borne disease, a nested 
model containing parasites and vector-borne disease is established in this paper. It is not easy to 
analyze this model. We use an ordinary differential equation model to describe the interaction 
between parasites and red blood cells in the host. In addition to disease-free equilibrium, there is 
a boundary equilibrium and a unique coexistence equilibrium in the host model. When equili-
brium is stable, the mortality and infection rates of susceptible individuals remain unchanged on 
the between host. An age-structured vector-borne disease model is constructed by the infection 
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periods of parasites and red blood cells. For the between model, the local stability of disease-free 
steady state and the existence of coexistence steady state depend on the basic reproduction num-
ber. 
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1. 引言 

在过去的几十年里，许多数学模型丰富了具有不同尺度疾病的免疫和流行病的过程，病毒和细菌的

动态数学模型有助于我们理解病原体与宿主免疫系统之间的宿主内相互作用[1] [2] [3]，许多疾病的宿主

动力学已经被大量的书籍研究[4] [5] [6]。 
将寄主内动态模型嵌入寄主间动态模型中，在病原体的演化中发挥了重要作用[7] [8]。在 1991 年，

Sasaki 和 Iwasa 开始在概念上联系宿主内部和宿主之间的疾病动态[9]。在 2002 年，Gilchrist 和 Sasaki 在
易感感染恢复(SIR)流行病模型中嵌套了宿主内模型[10]。通常应用类似的动力学方法是将宿主内动力学

与宿主间动力学联系起来[10]-[15]，在[11]中，Maia Martcheva 和 Xue-Zhi Li 分析了一个两株模型，该模

型通过流行病学变量的感染年龄结构将免疫学和流行病学动态联系起来。在[10]中，Michael A. Gilchristnw
和 Akira Sasakiz 分析了宿主–寄生虫系统并评估了适应度函数。在[12]中，Maia Martcheva 和 Suzanne 
Lenhart 展示了一种连接鸟分枝杆菌的宿主内模型和副结核的流行病学模型的新方法。在[13]中，楼老师

和周老师建立并分析了 HIV/AIDS 的宿主内和宿主间耦合动态演化的数学模型。在[14]中，沈老师和肖燕

妮老师研究了 HIV 感染在宿主内和宿主间的最优控制。在[15]中，Nicole Mideo 和 Samuel Alizon 提出了

嵌套模型，强调了宿主内疾病动态对病原体进化的重要性。 
疟疾的概念就等同于其最明显的症状：典型的发烧和发冷循环。明显症状和严重疾病大多发生在部

分免疫或非免疫的个人，特别是在高传播环境中的儿童和到流行地区的访客。在撒哈拉以南非洲，由恶

性疟原虫引起的疟疾仍然是一个重要的公共卫生威胁，每年有 271,000 多名 5 岁以下儿童死亡，因此关

于疟疾的研究任重而道远[16] [17] [18]。 
[19] [20]描述并说明了流行病模型中，用下一代矩阵的方法来计算基本再生数。我们通过无病平衡点

的稳定性条件和边界平衡点的稳定性来定义基本再生数。对于无病平衡点和边界平衡点，我们是用

Routh-Hurwitz 准则来证明它们的局部稳定性[21] [22]。 
媒介传播疾病是指病原微生物通过节肢动物或其他媒介从一个受感染的人传染给另一个人，有时脊

椎动物作为中间宿主。通过媒介传播疾病传染给人类取决于三个因素：1) 病原体；2) 节肢动物载体；3) 
与人体宿主。媒介传播疾病的数学模型通常考虑到病媒的动态以及人的动态，偶尔也考虑到中间动物宿

主的动态。 

媒介传播的疾病在热带和亚热带流行，在温带相对罕见。莱姆病和落基山斑疹热持续存在于温带地

区，包括美国。病媒传播的疾病有不同的发生模式。疟疾和莱姆病等寄生虫和细菌疾病的发病率往往很

高，因此研究媒介传播疾病是非常必要的。 
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本文的其余部分组织如下。在第二节中，我们将建立一个嵌套免疫流行病学模型，然后证明宿主内

模型的稳定性。在第三节中，我们得到了宿主流行病模型之间的无病稳态和共存稳态的存在性。最后，

在第四节中，我们对我们的成果进行了总结。 

2. 宿主内和宿主外的耦合模型 

2.1. 宿主内模型 

为了解释具有抗体反应的疟疾，我们引出了一个关于疟疾的数学模型。 

T r dT TV

I TP I

V qI cV VA

A kVA A

ρ

ρ δ

η

µ

′ = − −

 ′ = −


′ = − −

 ′ = −

                                     (2.1) 

在系统(2.1)中，T 是红细胞的数量，V 是疟疾寄生虫， I 是感染的红细胞的数量， A 是抗体反应。

参数 r 是红细胞的出生率， d 是红细胞的死亡率， ρ 是红细胞被疟原虫感染的感染率，δ 是感染的红细

胞的死亡率， q 是疟原虫在红细胞内的生长率， c是疟原寄生虫的死亡率，η是清除率(抗体反应清除的

疟疾寄生虫)， k 是抗体反应加强的比率， µ 是抗体反应减弱的比率。 

2.2. 平衡点和稳定性 

可以看出系统(2.1)有一个无病平衡点 ( )* *
0 0 ,0,0,0Tξ = 其中 0

rT
d

= 。我们用 ( )*
1 1 1 1, , ,0T I Vξ = 表示抗体反

应疟疾的边界平衡点。用 ( )* * * * *, , ,T I V Aξ = 表示抗体反应疟疾的共存平衡点。 

基于生物的含义，我们定义了基本再生数，它表示为一个感染的细胞在它的整个感染期可以感染健

康红细胞的预期数量，则对应的基本再生数为 

1
qrR
cd
ρ
δ

=                                          (2.2) 

( )2
cR

qr cd k
µρδ

ρ δ
=

−
                                     (2.3) 

定理 2.1 如果 1 1R < ，那么无病平衡点 ( )0 0 ,0,0,0Tε = 是局部渐近稳定的，否则，它是不稳定的。 
证明： 
将系统(2.1)在无病平衡点 ( )* *

0 0 ,0,0,0Tξ = 处线性化，我们得到了雅可比矩阵 

0 0

0 0 0

0 0

0 0 0

rd
d

r
D d

q c

ρ

ρδ

µ

− −

−= =

−

−

 

因此，我们可以得到特征方程 0E Dλ − = ，即 
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( )( ) ( )2

0 0

0 0

0 0
0 0 0

0

rd
d

r
E D

d
q c

qrd c c
d

ρλ

ρλ δλ

λ
λ µ

ρλ µ λ λ δ λ δ

+

+ −− =

− +
+

 = + + + + + − =  

                  (2.4) 

显然，由方程(2.4)得出 1λ µ= − ， 2 dλ = − ，那么它的稳定性取决于 

( )2 0qrc c
d
ρλ δ λ δ+ + + − =  

可以看出 

1a cδ= +  

2 1qr qra c c
d cd
ρ ρδ δ

δ
 = − = − 
 

 

可以看出 1a 大于零，而当 1 1R < 时，那么 2a 大于 0，由 Routh-Hurwitz 准则可以得出，当 1 1R < 时，无

病平衡点 ( )* *
0 0 ,0,0,0Tξ = 是局部渐近稳定的。 

定理 2.2 当 1 1R > 时，边界平衡点 ( )*
1 1 1 1, , ,0T I Vξ = 存在。 

证明： 
由系统(2.1)可得平衡点 *

1ξ 满足 

1 1 1

1 1 1

1 1

0
0

0

r dT TV
TV I

qI cV

ρ
ρ δ
− − =

− =
− =

                                    (2.5) 

由系统(2.5)的第三个式子，可以得到 

1
1

cVI
q

=                                         (2.6) 

将(2.6)代入(2.5)的第二个式子，可以得到 

1
cT

q
δ
ρ

=                                         (2.7) 

将(2.7)代入(2.5)的第一个式子，可以得到 

( )1
1

1 1
qrcd cd Rqr cd cdV

q q q

ρδ
ρ δ δ

ρ δ ρ δ ρ

 −  −−  = = =                        (2.8) 

如果 1 1R > 时，那么 1 0V > ，可以得出，边界平衡点 ( )*
1 1 1 1, , ,0T I Vξ = 存在。 

定理 2.3 当 { }1 2min , 1R R > ，边界平衡点 ( )*
1 1 1 1, , ,0T I Vξ = 是局部渐近稳定的。 

证明： 
将系统(2.1)在边界平衡点 ( )*

1 1 1 1, , ,0T I Vξ = 处线性化，我们得到了雅可比矩阵 
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1 1

1 1

1

1

0 0
0

0
0 0 0

d V T
V T

H
q c V

kV

ρ ρ
ρ δ ρ

η
µ

− − −
−

=
− −
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因此，我们可以得到特征方程 

( ) ( )

1 1

1 1
1

1

1

0 0
0

0
0
0 0 0

d V T
V T

E H kV H
q c V

kV

λ ρ ρ
ρ λ δ ρ

λ λ µ λ
λ η

λ µ

+ +
− + −

− = = − + =
− +

− +

            (2.9) 

在这里 

( ) ( ) ( )3 2
1 1 1 1 1 1H c d V c qT d dc V c V dc qT d V cλ λ δ ρ λ δ ρ δ ρδ ρ λ δ ρ ρ δ= + + + + + − + + + + + − +  

从方程(2.9)得出特征根 

( )1 1 1 1 2
1

1 1kV kV kV R
kV
µλ µ

 
= − = − = − 

 
 

当 2 1R > 时，我们看出特征根 1λ 小于零。 
那么边界平衡点 ( )*

1 1 1 1, , ,0T I Vξ = 的稳定性就取决于 ( )H λ 根实部的符号即 

1 1

2 1 1

3 1

a c d V
a d dc V c V
a V c

δ ρ
δ ρδ ρ
ρ δ

= + + +
= + + +
=

 

可以看出 1 0a > ， 2 0a > 和 3 0a > ，且 

( )( ) ( )1 2 3 1 1 1 1 0a a a d dc c V c d V V d Vδ ρ δ ρ ρδ δ ρ− = + + + + + + + + >  

那么由 Routh-Hurwitz 准则，我们可以得出边界平衡点 ( )*
1 1 1 1, , ,0T I Vξ = 是局部渐近稳定的。 

定理 2.4 如果
( ) 11 qrk R

c dk
ρ

ρµ δ
< <

+
，那么共存平衡点 ( )* * * * *, , ,T I V Aε = 存在。 

证明： 
由系统(2.1)可得平衡点 *ε 满足 

* * *

* * *

* * * *

* * *

0

0

0

0

r dT T V
T V I

qI cV V A
kV A A

ρ

ρ δ

η

µ

− − =

− =

− − =

− =

                               (2.10) 

由(2.10)的第四个式子，可以得出 

*V
k
µ

=                                      (2.11) 

由(2.10)的第一个式子，可以得出 

*
*

rT
d Vρ

=
+

                                   (2.12) 

将(2.11)代入(2.12)，可以得出 
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* krT
dk ρµ

=
+

                                     (2.13) 

由(2.10)的第二个式子，可以得出 
* *

* T VI ρ
δ

=                                       (2.14) 

将(2.11)和(2.13)代入(2.14)，可以得出 

( )
* rI

dk
ρµ
ρµ δ

=
+

                                   (2.15) 

由(2.10)的第三个式子，可以得出 
* *

*
*

qI cVA
Vη
−

=                                     (2.16) 

将(2.11)和(2.15)代入(2.16)，可以得出 

( )
( )

( ) ( )
( )

*

1qrkc dk
c dkq rk c dk

A
dk dk

ρµ ρµ δ
ρµ δρ µ µ ρµ δ

ηµ ρµ δ ηµ ρµ δ

 
+ −  +− +  = =

+ +
               (2.17) 

可以看出 

如果
( ) 11 qrk R

c dk
ρ

ρµ δ
< <

+
，那么 *A 大于零，所以共存平衡点 ( )* * * * *, , ,T I V Aε = 存在。 

2.3. 宿主外模型 

我们现在引入一个媒介传播疾病模型，模型的结构 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 0

1

0

0

d
d

, ,
,
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d
, d

d
d

, d
d

H
H H V H

H H
H

H H V

V
V V H V V

V
V H V V

S t
S t I t m S t

t
I t I t

m V I t
t

I t S t I t

S t
S t V I t m S t

t
I t

S t V I t m I t
t

β

τ τ
τ

τ
β

β τ τ τ

β τ τ τ

∞

∞


= Λ − −


∂ ∂

+ = − ∂ ∂ =

 = Λ − −


 = −


∫

∫

                  (2.18) 

初始条件为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 00 ,  ,0 ,  0 ,  0H H H H V V V VS S I I S S I Iτ τ= = = =  

( )HS t 表示易感的个体， ( )HI t 表示感染的个体， ( )VS t 表示易感媒介， ( )VI t 表示感染的媒介， HΛ 表

示人群的出生率， 1β 表示易感个体的感染率， 0m 表示人群的死亡率， ( )( )m V τ 表示感染个体的死亡率，

( )( )Vβ τ 表示易感媒介的感染率， Vm 表示易感媒介的死亡率。 

2.4. 模型的链接 

在这里，我们假设所有易感个体的健康红细胞平衡水平大致相同，且易感媒介通过叮咬感染的个体

的感染率 ( )( )Vβ τ 是随疟疾寄生虫数量 ( )V τ 的增加而增加，因此 
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( )( ) ( )
( )

bV
V

B V
τ

β τ
τ

=
+

                                (2.19) 

在这里 B 表示大于零的常数，b 表示大于零的常数。 
我们知道感染个体的死亡率也与疟疾寄生虫的数量有关，当疟疾寄生虫的数量增加时，感染个体的

死亡率则越高，即 

( )( ) ( )0 1m V m m Vτ τ= +                               (2.20) 

在这里 0m 和 1m 是大于零的常数。 
基于生物意义，我们定义了基本再生数 R  (在一个完全易感的人群中，一个被感染的个体在其一生

中作为传染者而产生的二次感染的数量)。 

( )( ) ( )( )0 d
1 0

2
0

e dm P a a
H V

V

B P
R

m m

τ

β τ τ
∞ −∫Λ Λ

= ∫                        (2.21) 

3. 稳态和稳定性 

定理 3.1 当 1R < 时，无病稳态 ( )* * *
0 ,0, ,0H VS Sε = 是局部渐近稳定的。 

证明： 

让 ( ) ( )*
H HS t S x t= + ， ( ) ( ), ,HI t y tτ τ= ， ( )*( )V VS t S z t= + ， ( ) ( )VI t h t= 。通过将系统(2.18)在无病稳

态 *
0ε 周围线性化，我们有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

*
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*
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*
0

*
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,
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d
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d
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t
y t y t
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t
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t
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t
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τ

τ
β
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∞

∞


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
∂ ∂

+ = − ∂ ∂ =

 = − −

 = −

∫

∫

                      (3.1) 

令 ( ) e tx t x λ= ， ( ) ( ), e ty t y λτ τ= ， ( ) e tz t z λ= ， ( ) e th t h λ= ，其中 ( ), ,x y zτ 和 h 将稍后确定，我们得

到下面的特征方程。 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )

*
0 1

*
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*
0

*
0

0

d

d

H
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V V

x m x S h
y

m P y y

y S h

z S B P y m z

h m h S B P y

λ β
τ

τ λ τ
τ

β

λ τ τ τ

λ τ τ τ

∞

∞

 = − −

∂ = − − ∂

 =


= − −

 = − +


∫

∫

                         (3.2) 

由系统(3.2)的第二个和第三个方程得出 

( ) ( )( )0 d*
1 e m P a a

Hy S h
τλττ β − −∫=                              (3.3) 
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代入系统(3.2)的第四个方程和第五个方程，我们得到这个特征方程 

( ) ( )
( )

*
0 1

1

1

0
det 0 0

0 0

H

V

V

m S
C m

m C

λ β
λ λ λ

λ λ

+
∆ = + =

+ −
                       (3.4) 

在这里 

( ) ( )( ) ( )( )0 d* *
1 1 0

e dm P a a
V HC S S B P

τλτλ β τ τ
∞ − −∫= ∫  

显然， Vmλ = − 和 0mλ = 是方程(3.4)的两个根。那么我们只需要考虑下面方程的根 

( )1 0Vm Cλ λ+ − =                                     (3.5) 

可以写成 

( )( ) ( )( )0 d* *
1 0

e d
1

m P a a
V H

V

S S B P

m

τλτβ τ τ

λ

∞ − −∫

=
+

∫                           (3.6) 

定义函数 ( )λΗ 为方程(3.6)的右边， 

( )
( )( ) ( )( )0 d* *

1 0
e dm P a a

V H

V

S S B P

m

τλτβ τ τ
λ

λ

∞ − −∫

Η =
+

∫                         (3.7) 

它源于基本再生数的表达式(见(2.21)，我们有 

( )0 RΗ =  

很明显， ( )λΗ 是 λ 的减函数，且 

( )lim 0
λ

λ
→+∞

Η =  

那么，我们可以看出当 1R < ，方程(3.5)的根的实部是负的。相反地假设方程(3.5)的根的实部 0λℜ > ，

我们能得到 

( ) ( )1 0 1Rλ= Η ≤ Η = <  

这些矛盾表明方程(3.5)的根只有负的实部，因此方程(3.4)根的实部都是负的。所以当 1R < 时，无病

稳态 ( )* * *
0 ,0, ,0H VS Sε = 是局部渐近稳定的。 

定理 3.2 当 1R > ，存在唯一的共存稳态 ( )* ** ** ** **, , ,H H V VS I S Iε = 。 
证明： 
为了得到共存稳态 ( )* ** ** ** **, , ,H H V VS I S Iε = ，其应该满足下面的方程 

( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )

** ** **
1 0

**
**

** ** **
1

** ** **
0

** ** **
0

0

d
d

0

d 0

d 0

H H H H

H
H

H H V

V V H V V

V H V V

S I m S

I
m P I

I S I

S B P I m S

S B P I m I

β

τ
τ

τ
β

τ τ τ

τ τ τ

∞

∞

Λ − − =

 = −
 =

Λ − − =

 − =


∫

∫

                       (3.8) 

由系统(3.8)的第二个方程和第三个方程得 
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( ) ( )( )0 d** ** **
1 e m P a a

H H VI S I
τ

τ β −∫=                               (3.9) 

把 ( )**
HI τ 代入系统的第五个方程得 

( )( ) ( )( )0

**

d**
1 0

e d
V

H m P a a
V

m
S

S B P
τ

β τ τ
∞ −∫

=
∫  

代入系统(3.8)的第一个方程，以及将系统(3.8)的第四和第五个方程相加，我们可以得到下面的系统 

( )( ) ( )( )0 d** **
1 1 00

** **

e dm P a a
H V V V V

V V V V V

S B P m I m m

m S m I

τ

β τ τ β
∞ −∫Λ = +


Λ = +

∫                    (3.10) 

系统(3.10)的第二个方程乘以 1β ，与系统(3.10)的第三个方程相减，我们可以解出 

( )( ) ( )( )0

** 1 0

d
1 1 0

**
**

e d
V V

V m P a a
V H

V V V
V

V

m m
S

m B P

m S
I

m

τ

β

β β τ τ
∞ −∫

Λ +
=

+ Λ

Λ −
=

∫  

我们注意当 1R > ， **
VI 是大于零。所以当 1R > ，存在唯一的共存稳态 ( )* ** ** ** **, , ,H H V VS I S Iε = 。 

4. 结论 

在本文中，我们建立了一个免疫–媒介传播疾病模型来说明寄生虫进化在疾病传播中的作用。随着

感染时间(τ )的增加，由于易感个体的感染率 ( )( )Pβ τ 和死亡率 ( )( )m P τ 的影响，宿主内部发生变化，宿

主间的动态行为变得复杂。 
对于宿主内的，我们证明了无病平衡点，边界平衡点和唯一的共存平衡点的存在性和稳定性。即如

果 1 1R < ，无病平衡点 ( )*
0 0 ,0,0,0Tξ = 是局部渐近稳定的；如果 { }1 2min , 1R R > ，那么边界平衡点

( )*
1 1 1 1, , ,0T I Vξ = 存在且局部渐近稳定；如果

( ) 11 qrk R
c dk

ρ
ρµ δ

< <
+

，那么共存平衡点 ( )* * * * *, , ,T I V Aξ = 存

在。 
对于宿主间的模型，我们证明了无病稳态和共存稳态的存在性和稳定性，即当 1R < 时，无病稳态

( )* * *
0 ,0, ,0H VS Sε = 是局部渐近稳定的。当 1R > ，存在唯一的共存稳态 ( )* ** ** ** **, , ,H H V VS I S Iε = 。 
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