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摘  要 

牛顿迭代法是数值计算中最重要的常用方法之一，但是其明显缺点是每次迭代都需要函数的导数。本文

利用中心差商结合弦截法对牛顿迭代法进行了改进，提出了几种改良的迭代格式。在相同函数的及初始

值的前提下，数值实验显示，改进后的牛顿迭代法的迭代速度与牛顿法相比有了明显提升。 
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Abstract 
Newton’s iterative method is one of the most important common methods in numerical calculation, 
but its obvious disadvantage is that each iteration needs the derivative of the function. In this pa-
per, Newton’s iterative method is improved by using central difference quotient and chord section 
method, and several improved iterative schemes are proposed. Under the premise of the same 
function and initial value, numerical experiments show that the iteration speed of the improved 
Newton’s iteration method is significantly improved compared with Newton’s method. 
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1. 引言 

在我们现实生活中，有些问题可以转换为求非线性方程组的数值解的问题，迭代法是求解非线性方

程组的常用方法，不同的迭代方法可以构造出不同的迭代公式。牛顿迭代法是基于泰勒展式构造的经典

迭代公式，由于其形式简单而且是二阶收敛的，是求解线性方程组 ( ) 0f x = 近似解的典型方法。牛顿迭

代法又称为牛顿–拉佛森，也可以称为牛顿切线法。在 17 世纪由牛顿提出，解决的是一种在实数域和复

数域上近似求解方程根的方法，它是数值分析中重要的方法之一，不仅可以解决方程或方程组的求解问

题，也可以用于微分方程和积分方程的求解。在计算机领域有着重要的地位，因为对于一个方程的求解

来说，不存在或者很难找到求根公式进行求解，因此对于大多数的方程来说，得到一个精确的解是非常

困难的，或者可能得不到方程的精确解，所以求方程的近似解是解决方程问题的关键。牛顿迭代法使用

函数 ( )f x 的泰勒级数的前几项来寻找方程 ( )f x 的根，它的最大优点是在方程 ( ) 0f x = 的单根附近具有

平方收敛，而且该法还可以用来求方程的重根、复根，此时线性收敛，但是可通过一些方法达到超线性

收敛，这些方法在计算机算法领域得到广泛应用。 
经过长时间的发展，众多学者通过不同的方法对原始的牛顿法提出了一些改进，例如王乐成[1]提出

的简化牛顿法，算数平均牛顿法，中点牛顿迭代法，牛顿下山法，修正的算数平均牛顿法通过实验数据

表明在提升函数的迭代速度上有一定的进步；吴江[2]主要思想是将其与牛顿迭代相结合，然后利用插值

的方法来估计代牛顿步中的导数值；李惠敏[3]在原始的牛顿法基础上也总结出了五种不同的改进方法，

分别为简化牛顿迭代法，推广的简化牛顿迭代法，牛顿下山法，弦位法，Newton-like 法；陈玉骥[4]在牛

顿迭代法的基础上，通过调整非线性方程对应曲线切线的斜率，从而保证在取任意初值时，迭代都是收

敛的，有效改善了牛顿迭代法对初值的苛刻要求。在上述文献中提到的各种改进的牛顿法常用的改进思

想是：用函数的均值来代替函数的一阶导数，因此可以得到更高的收敛阶数。本文与常用的改进思想不

同的是利用中心差商结合弦截法对牛顿迭代法进行改进，利用两种方法相结合的方式，经过数值实验验

证后，在函数的迭代速度上对比其他学者改进后的算法有一定的速度优势。 

2. 牛顿法的原理 

牛顿法是科研及工程技术中常用的数值方法。它不仅有良好的几何直观性，而且有二阶收敛性。牛

顿法用迭代求解一个方程或方程组的解，原理如下： 
对于一个函数 ( )f x ，它的泰勒级数展开式： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2
0 0 0 0 0 0 0

1
2 !

nnIf x f x f x x x f x x x f x x x
n

′′= + − +′ − −+ +�           (2.1) 

当使用牛顿迭代法来求解方程时，使用泰勒级数的前两项来代替这个函数，即用 ( )xΦ 代替 ( )f x ，

其中 
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( ) ( ) ( )( )0 0 0x f x f x x x′Φ = + −                                (2.2) 

令 ( ) 0xΦ = ，则 

( )
( )0

0

f x
x x

f x
−

′
=                                     (2.3) 

所以牛顿法的迭代公式是 

( )
( )

1
1

n
n n

n

f x
x x

f x
+

+ = −
′

                                  (2.4) 

从几何意义上简单地来说就是一个不断地取切线的过程。对于形如 ( ) 0f x = 的方程，先对其解估算

一个近似值令其为 0x ，再把 0x 代入原方程，一般来说这样是不可能直接得到方程的正确解，此时令

( )f x a= ，然后计算方程在 0x 处的斜率 ( )0f x′ ，得到 ( )f x 在 0x 处的切线，这条切线与 x 轴的交点为 1x 。

方程 ( ) 0f x = 精确解的意义是当取得的根是方程的正确根时，函数值为零。因此，可以得出 1x 比 0x 更加

接近精确解，然后用迭代的方法，不断的更新 x，一直迭代到可以取得一个无限接近方程根的近似精确解。

但是在这个过程中需要计算斜率 ( )0f x′ ，也就是说要用迭代法求精确解必须要对某一个点进行求导计算，

但是在计算很多方程时没有办法直接计算导数或者不能方便的得到导数，因此，这篇文章针对求导问题

的不便提出了一些改进方案。 

3. 牛顿法的改进 

在牛顿法的基础上，本文是利用中心差商结合弦截法对牛顿迭代法进行改进，提出了五种方法。五

种改进的方法均是在避免直接求解函数导数的同时对函数迭代速度进行一个提升，也有了更好的收敛阶

数，使得在相同的函数求解过程中使用更少的迭代次数得到更高精度的解，为牛顿法在求解线性方程组

中提供更优的数值结果，同时也让牛顿法在计算机算法领域得到更好的应用。一下是五种改进方法的具

体内容： 
方法 1： 
在用牛顿法时，需要每次都对函数进行求导，也就要求能用牛顿法的函数必须处处可导，所以导致

在用牛顿法时就有很大的局限性。本文针对于这种局限性，对牛顿法尝试一点改进。在得到初始点后仅

对函数进行一次求导，得到第二个迭代点，在后面的求导过程用中心差商来代替当前点的导数，这样就

可以避免在每个点都对函数进行求导，在一定程度上规避了函数的求导问题，具体迭代过程如下： 
Step 1：给定误差δ ，选取一个初始值 0x ，对函数进行一次求导得到 ( )0f x′ ，利用牛顿法得到第二

个点 

( )
( )

1
1 0

0

f x
x x

f x
−

′
=                                    (3.1) 

Step 2：用差商代替第二个点的导数 

( ) ( ) ( )0 1
1

0 1

f x f x
f x

x x
−

′ =
−

                               (3.2) 

Step 3：得到第三个点 

( )( )
( ) ( )

0 0 10 1
2

0 12
f x x xx x

x
f x f x

−+
= −

−
                             (3.3) 
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Step 4：从 1n = 开始迭代 

( )( )
( ) ( )

11
2

12
n n nn n

n
n n

f x x xx x
x

f x f x
++

+
+

−+
= −

−
                            (3.4) 

Step 5：若 ( )f x δ< ，停止迭代，否则继续 Step 4。 
方法 2： 
在得到初始点后仅对函数进行一次求导，得到第二个迭代点，从迭代的第二个点开始，由差商代替

当前点的导数值，从而也可以避免无法求导的情况，此方法的可行性由均差的性质可以得到，与方法 1
的数值试验对比显示，此方法在迭代速度上更快，具体迭代过程如下： 

Step 1：给定误差δ ，选取一个初始值 0x ，对函数进行一次求导得到 ( )0f x′ ，利用牛顿法得到第二

个点 

( )
( )

1
1 0

0

f x
x x

f x
−

′
=                                     (3.5) 

Step 2：用差商代替第二个点的导数 

( ) ( ) ( )0 1
1

0 1

f x f x
f x

x x
−

′ =
−

                                 (3.6) 

Step 3：求得第三个点 

( )( )
( ) ( )

1 0 1
2 1

0 1

f x x x
x x

f x f x
−

= −
−

                                 (3.7) 

Step 4：从 1n = 开始迭代 

( )( )
( ) ( )

1 1
2 1

1

n n n
n n

n n

f x x x
x x

f x f x
+ +

+ +
+

−
= −

−
                             (3.8) 

Step 5：若 ( )f x δ< ，停止迭代，否则继续 Step 4。 
方法 3： 
方法 2 中利用两个点建立迭代格式，现在方法 3 上使用三个点进行迭代，迭代速度要比使用两个点

速度更快，也就是使得算法逼近真实值的时间更短，效率得到了一定的提升。具体迭代过程如下： 
Step 1：给定误差δ ，选取一个初始值 0x ，对函数进行一次求导得到 ( )0f x′ ，利用牛顿法得到第二

个点 

( )
( )

1
1 0

0

f x
x x

f x
−

′
=                                   (3.9) 

Step 2：用差商代替第二个点的导数 

( ) ( ) ( )0 1
1

0 1

f x f x
f x

x x
−

′ =
−

                             (3.10) 

Step 3：求得第三个点 

( )( )
( ) ( )

1 0 1
2 1

0 1

f x x x
x x

f x f x
−

= −
−

                             (3.11) 

Step 4：用第一个点与第三个点的差商代替第二个点的导数，求得第四个点的值 
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( )( )
( ) ( )

1 0 2
3 1

0 2

f x x x
x x

f x f x
−

= −
−

                              (3.12) 

Step 4：从 1n = 开始迭代 

( )( )
( ) ( )

1 2
3 1

2

n n n
n n

n n

f x x x
x x

f x f x
+ +

+ +
+

−
= −

−
                          (3.13) 

Step 5：若 ( )f x δ< ，停止迭代，否则继续 Step 4。 
方法 4： 
在使用方法 3 时，利用前后两个点的中心差商代替当前点的导数是不够准确的，一般情况下，我们

认为当前点越靠近哪个点，应该受哪个点的影响更大。在此基础上，方法 4 对中心差商的计算进行加权

修正，在赋予权重后就能避免越过真实值，使得在加速的基础上适当的提高精确度，具体迭代过程如下： 
Step 1：给定误差δ ，选取一个初始值 0x ，对函数进行一次求导得到 ( )0f x′ ，利用牛顿法得到第二

个点 

( )
( )

1
1 0

0

f x
x x

f x
−

′
=                                  (3.14) 

Step 2：用差商代替第二个点的导数 

( ) ( ) ( )0 1
1

0 1

f x f x
f x

x x
−

′ =
−

                             (3.15) 

Step 3：求得第三个点 

( )( )
( ) ( )

1 0 1
2 1

0 1

f x x x
x x

f x f x
−

= −
−

                             (3.16) 

Step 4：在方法 3 的基础上赋予权重，利用三个点之间横坐标的距离来计算权重。 

( ) ( ) ( ) ( )0 11 2

1 2 0 1

,
f x f xf x f x

A B
x x x x

−−
= =

− −
                      (3.17) 

得到第四个点 

( )
( )

1
3 1 2

f x
x x

A B
= −

+
                                  (3.18) 

Step 5：从 1n = 开始迭代 

( )
( )

1
3 1 2

n
n n

f x
x x

A B
+

+ += −
+

                               (3.19) 

其中： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1

1 2 1

,n n n n

n n n n

f x f x f x f x
A B

x x x x
+ + +

+ + +

− −
= =

− −
                      (3.20) 

Step 6：若 ( )f x δ< ，停止迭代，否则继续 Step 4。 
方法 5： 
在用方法 2 对求导进行替换时，当选取的初始值或者函数不同时，有时会出现迭代速度不够快或精

度不够，在前面四种优化方法的基础上，当把方法 2 和方法 3 结合在一起时，不论是在迭代的速度上还
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是精度上都有了很大程度上的提升，在每次进行迭代时，都需要用到前面三个点，看似比改进前的牛顿

法复杂，实则迭代速度比原始牛顿法更快，精度更高，具体迭代过程如下： 
Step 1：给定误差δ ，选取一个初始值 0x ，对函数进行一次求导得到 ( )0f x′ ，利用牛顿法得到第二

个点 

( )
( )

1
1 0

0

f x
x x

f x
−

′
=                                     (3.21) 

Step 2：用差商代替第二个点的导数 

( ) ( ) ( )0 1
1

0 1

f x f x
f x

x x
−

′ =
−

                                 (3.22) 

Step 3：得到伪点 X 

( )( )
( ) ( )

1 0 1
1

0 1

f x x x
X x

f x f x
−

= −
−

                                 (3.23) 

Step 4：第三个点为： 

1
2 2

x Xx +
=                                       (3.24) 

Step 4：第四个点为： 

( )( )
( ) ( )

2 0
3 2

0

f x x X
x x

f x f X
−

= −
−

                                (3.25) 

Step 5：从 1n = 开始迭代 

( )( )
( ) ( )

2
3 2

n n
n n

n

f x x X
x x

f x f X
+

+ +

−
= −

−
                             (3.26) 

其中： 

( )( )
( ) ( )

1 1
1

1

n n n
n

n n

f x x x
X x

f x f x
+ +

+
+

−
= −

−
                             (3.27) 

Step 6：若 ( )f x δ< ，停止迭代，否则继续 Step 4。 

4. 数值实验 

为了验证经过优化后的算法的计算能效，选取了一下四种不同类型的函数，进行数值实验：

( ) ( )sinf x x x= + ， ( ) ( )31f x x= − ， ( ) ( )e cosxf x x= − ， ( ) 3e 3xf x x= + 。下面将由表格的形式对比算法

改进后的迭代速度，此数值实验设置的迭代终止条件为 ( )f x δ<  (x 为迭代点，取 910δ −= )，因考虑到

部分函数中有三角函数，为保证算法的有效性提升，故迭代的初始值统一选取为 10。本数值实验均由

Python-3.80 版本得出数据结果。 
如表 1 所示， ( ) ( )31f x x= − ， ( ) ( )e cosxf x x= − ， ( ) 3e 3xf x x= + 也由 python 输出的数据整理后得

出表 2。 

5. 结论 

根据表 2 得出的数值试验可以看出，方法 5 在迭代速度和精度上均有更明显的优势，在选择相同的

函数与初始值的前提下，方法 5 用了更少的迭代次数逼近函数值。与王乐成[1]提出的简化牛顿法、算数 
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Table 1. ( ) ( )sinf x x x= +  iteration times of statistical experiment 

表 1. ( ) ( )sinf x x x= + 实验迭代次数统计 

迭代次数 方法 1 方法 2 方法 3 方法 4 方法 5 

1 10 10 10 10 10 

2 −48.7589 −48.7589 −48.7589 −48.7589 −48.7589 

3 −3.87767 1.041324 0.289188 0.289188 −0.43617 

4 8.507069 −0.89407 −0.29364 −0.0302 −0.00028 

5 −15.199 −0.00599 −3.1E−05 −0.00076 6.56E−13 

6 108.5511 0.022957 2.27E−07 1.59E−05 6.56E−13 

7 −22.6994 −2.5E−07 2.27E−07 1.51E−09 6.56E−13 

8 68.98003 −2.5E−07 2.27E−07 1.51E−09 6.56E−13 

 
Table 2. Summary of iteration times of four functions and five methods 
表 2. 四种函数五种方法迭代次数汇总 

次数 ( ) ( )sinf x x x= +  ( ) ( )31f x x= −  ( ) ( )e cosxf x x= −  ( ) 3e 3xf x x= +  

方法 1 无穷大 18 15 16 

方法 2 7 27 22 19 

方法 3 6 25 21 19 

方法 4 7 35 28 26 

方法 5 5 15 12 13 
牛顿法 8 33 25 32 

 
平均牛顿法、中点牛顿迭代法、牛顿下山法、修正的算数平均牛顿法在收敛步数上相比，方法 5 收敛速

度更快，迭代次数更少。对比肖光强[5]等对解非线性方程的收敛条件的改进，文中提出的改进方法具有

更好的广泛性，上表在不同的函数中使用改进后的算法表明，在多数情况下都能迭代逼近函数值，使得

能用牛顿迭代法的方程不仅仅局限于非线性方程。总的来说，在笔者改进后的牛顿迭代法中，不论是在

收敛速度上还是在算法的广泛性上对比其他做法都有一定的优势。 
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