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摘  要 

本文将重心插值配点法结合Crank-Nicolson差分格式求解线性Schrödinger方程。首先，对方程中的空

间方向上采用重心插值Chebyshev配点格式进行离散，时间方向采用Crank-Nicolson差分格式，从而导

出对应的代数方程组。最后，数值算例验证该计算格式具有高精度性，并且满足质量和能量守恒性。 
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Abstract 
In this paper, the barycentric interpolation collocation method combined with Crank-Nicolson 
difference scheme is used to solve the linear Schrödinger equation. Firstly, the space direction is 
discretized by the Chebyshev collocation method of barycentric interpolation, and the time di-
rection is discretized by the Crank-Nicolson difference scheme. Finally, numerical examples 
show that the numerical scheme has high precision and satisfies the conservation of mass and 
energy. 
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1. 引言 

1926 年，奥地利物理学家薛定谔提出了著名的 Schrödinger 方程[1]，用以解决微观世界的不确定性，

揭示了微观物理世界物质运动的基本规律，就像牛顿定律在经典力学中所起的作用一样，是原子物理学

中处理一切非相对论问题的有力工具。Schrödinger 方程的应用非常广泛，在原子、分子、固体物理、核

物理、化学等领域中都大放异彩。可是 Schrödinger 方程通常难以找到解析解，必须通过数值解来分析。

因此在过去的几十年里，对 Schrödinger 方程的数值计算研究已经引起了学者们的广泛关注。 
近几年来，专家学者们针对 Schrödinger 方程的数值解进行了系统性的研究，例如：文献[2]主要介绍

了通过分步傅里叶变换法对 Schrödinger 方程进行数值仿真。文献[3]提出了带有五次项的差分格式，并对

数值格式的理论进行分析。文献[4]提出了一类非自共轭的 Schrödinger 方程的三层的差分格式，并证明了

差分格式解的存在唯一性以及先验估计，最后数值实验证明了其差分格式在空间和时间上都达到了二阶

收敛精度。在文献[5]中主要对带有波动算子的 Schrödinger 方程进行了研究，并提出几类守恒的差分格式。

文献[6]首次提出了局部间断有限元法求解 Schrödinger 方程，并且证明了该方法的稳定性。文献[7]用有

限差分显格式求解 Schrödinger 方程，并给出最大范数意义下的误差分析。文献[8]提出用有限差分显格式

结合人工边界条件求解无界区域的 Schrödinger 方程，并给出算法的稳定性和收敛性分析。文献[9]用伪谱

傅里叶方法结合分裂步求解光纤中的 Schrödinger 方程。文献[10]使用了一种 hr 自适应方法来求解带有三

次 Schrödinger 方程。文献[11]使用了三次 B 样条 Galerkin 方法求解耦合 Schrödinger 方程的数值解。文献

[12]利用积分因子法、对角阵技巧结合 FFT 算法求解高维带有阻尼薛定谔方程。 
相较于显格式的有条件稳定，隐格式往往具有无条件稳定的特点，例如 Crank-Nicolson 格式。Patel

等[13]对于偏微分方程提出一种无条件稳定的紧致有限差分格式。文献[14]结合不同的差分格式对

Schrödinger 方程进行数值求解。文献[15]用四阶精度差分法解定态薛定谔方程，并用于求解几个常见势

场中的定态方程。利用隐式格式在进行数值模拟时，可以取较大的时间步长，但是每一时间层需要求解

线性或者非线性的代数方程组。 
上述方法都是依赖网格剖分来求解 Schrödinger 方程，本文利用一种新型的无网格计算方法——重心

插值配点格式[16]来求解这类问题，通过选取 Chebyshev 节点能有效克服数值不稳定现象，具有格式简单、

精度高、程序简便、节点适应性好等特点。不同于以单元为基础的传统数值方法，重心插值配点格式是

无网格配点法的一种，其没有对计算区域进行网格划分，而是采用节点的近似来构造近似函数，能有效

避免网格重构带来的累积误差，其计算结果的精度更高。最近，文献[17]利用重心插值配点格式求解微分

方程初边值问题，很多研究学者将该方法推广到求解各类微分方程中，比如平面弹性问题[18]、Fredholm
积分方程[19]、热传导方程[20]、Allen-Cahn 方程[21] [22] [23] [24]、二维时间分数阶电报方程[25]、Burgers
方程[26]、Cahn-Hilliard 方程[27]和 Black-Scholes 方程[28]等微分方程。如今，重心插值配点格式广泛地
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被应用于弹性力学、微波技术及流体力学等多个方面。 
因此，本文希望在上述工作的研究基础上，主要利用重心插值配点法设计线性 Schrödinger 方程的高

精度数值算法格式，通过数值算例验证格式的高精度和有效性。与前人工作比较，我们的格式用较少的

节点个数就可以达到高精度，以进一步推动求解非线性 Schrödinger 方程的高精度数值算法的发展。 

2. 线性 Schrödinger 方程的重心插值配点格式 

2.1. 线性 Schrödinger 方程 

线性 Schrödinger 方程的初值、边值问题考虑如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ]

( ) ( )0

,
, , 0,     , 0,

,0 ,      

u t
i u t v u t t T

t
u u

 ∂
+ ∆ + = ∈Ω×

∂
 = ∈Ω

x
x x x x

x x x
                       (1) 

边值条件为 

( ) ( ) ( ], , ,     , 0,u t t t Tφ= ∈∂Ω ∈x x x                               (2) 

其中 i 是一个虚数，满足 2 1i = − ，Ω是 ( )1,2dR d = 的有界域， ( ),u tx 是需要我们求解的未知波函数， ( )v x
是势函数。 

具有狄利克雷边界的 Schrödinger 方程保持了很多物理量。本文也将会验证格式的质量守恒和能量守

恒： 

( ) ( ) ( )2
, d 0 ,  M t u t M t R+

Ω

= Ω = ∈∫∫ x                              (3) 

以及 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 , d , d 0 ,  
2 2

v
E t u t u t E t R+

Ω Ω

= − ∇ Ω+ Ω = ∈∫∫ ∫∫
x

x x                   (4) 

其中， ( )M t 和 ( )E t 分别代表不同时间的质量值和能量值。 

2.2. 重心 Lagrange 插值 

设有插值节点 jx 和一组对应的实数 ( )0,1, ,jf j m= 
,采用多项式插值，则在次数不超过 m 的多项式

空间可以找到唯一的插值多项式 ( )p x ，满足 ( ) ,  0,1, ,j jp x f j m= =  ，写成 Lagrange 插值公式，即 

( ) ( )
0

m

j j
j

p x x fγ
=

= ∑                                       (5) 

其中 ( ) ( ) ( )
0, 0,

,   0,1, ,
m m

j i j i
i i j i i j

x x x x x j mγ
= ≠ = ≠

= − − =∏ ∏  ，为 Lagrange 插值基函数，满足性质 
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j i
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j i
γ δ
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以及 

( )
0
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m

j
j

xγ
=

=∑                                         (7) 
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令 ( ) ( )( ) ( )0 1 ml x x x x x x x= − − −
，定义重心权：

( )
0,

1 , 0,1, ,j m

j i
i i j

w j m
x x

= ≠

= =
−∏

  

则插值基函数可以表示为 

( ) ( ) ,    0,1, ,j
j

j

w
x l x j m

x x
γ = =

−


                              (8) 

将(8)代入(5)，得 

( ) ( )
0

m
j

j
j j

w
p x l x f

x x=

=
−∑                                  (9) 

由(7)~(9)可得重心 Lagrange 插值公式 

( ) 0

0

m
j

j
j j

m
j

j j

w
f

x x
p x

w
x x

=

=

−
=

−

∑

∑
                                  (10) 

重心 Lagrange 插值对于等距节点是病态的，通过选用服从密度比为 ( )
1

2 21 x
−

− 的节点族，可使其具有 

非常好的数值稳定性。满足这样条件的最简单的节点分布是 Chebyshev 点族，因此本文采用第二类 

Chebyshev 点族： cos , 0,1, ,j
jx j m

m
 = = 
 

π  ，保证重心 Lagrange 插值的数值稳定性。 

2.3. Schrödinger 方程的半离散数值解格式 

下面对一维 Schrödinger 方程的半离散格式进行推导，二维 Schrödinger 方程的推导类似。 
对于 Schrödinger 方程的空间区域 [ ],a b 进行离散成为 1m + 个第二类 Chebyshev 节点，即 

0 1 ma x x x b= < < < =  

则区域上的 1m + 个 Chebyshev 节点为 ( ), , 0,1, ,ix t i m= 
，将未知函数 ( ),u x t 在空间域节点 0 1, , , mx x x 上

的值记作 

( ) ( ), , 0,1, ,i iu x t u t i m= = 
                             (11) 

然后，将未知函数 ( ),u x t 表示为在节点 0 1, , , mx x x 上的重心型插值近似函数，即 

( ) ( ) ( )
0

,
m

j j
j

u x t L x u t
=

= ∑                                (12) 

其中， ( )jL x 为此重心型插值的插值基函数。将式(12)代入方程，并且让方程(12)在节点 0 1, , , mx x x 上成

立，可得常微分方程组，即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

d
, 0,1, ,

d

m m m
j

j i j i j j i j
j j j

u t
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′′+ + =       
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注意到 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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2
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d
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d
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L x
L x L x C V u v x u

x
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其中，
1,
0,ij

i j
i j

δ
=

=  ≠
， ( ) , 1, 2p

ijC p = 。为节点 0 1, , , mx x x 上重心型插值 p 阶微分矩阵的元素。则方程(13) 

可以记作下面的矩阵形式，即 

( )
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( ) ( )
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( )

( )( )
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0
2 2
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2 2
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u t
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

     



                   (14) 

若令 ( ) ( ) ( ) T
0 1, , , mU u t u t u t=     

则方程(14)可以改写为以下矩阵形式： 

( )( ) ( )2d 0
d m
Ui C I U V U
t
+ ⊗ + =                            (15) 

上式中：符号⊗表示矩阵的 Kronecker 积， ( )2C 为关于节点 0 1, , , mx x x 的重心型插值 2 阶微分矩阵；

mI 分别为 m 阶单位矩阵。 
类似一维问题的推导，二维 Schrödinger 方程的半离散格式写成矩阵形式如下： 

( )( ) ( )( ) ( )2 2d 0
d m n
Ui C I U I D U V U
t
+ ⊗ + ⊗ + =                    (16) 

其中 ( )2C 为关于节点 0 1, , , mx x x 的重心型插值 2 阶微分矩阵， ( )2D 为关于节点 0 1, , , ny y y 的重心型插值

2 阶微分矩阵。 

2.4. Schrödinger 方程的有限差分配点全离散格式 

为了得到非线性 Schrödinger 方程的全离散格式，进一步对时间方向上用等距剖分成 1n + 个节点，故

节点为 0 10 nt t t T= < < < = 。 
将未知函数 ( )iu t 在时间域节点 0 1, , , nt t t 上的值记作 ( ) ( ), , 0,1, , ; 0,1, ,k

i k i k iu t u x t u i m k n= = = =   
在时间方向上采用 Crank-Nicolson 差分格式，则可以改写出以下矩阵形式： 

( ) ( )( )( ) ( )21 1 11 1 0
2 2

k k k k k k
i i m i i i i

i U U C I U U V V
τ

+ + +− + ⊗ + + + =                    (17) 

其中 mI 为 m 阶单位矩阵， ( ) ( )V u v x u= 从而得到 Schrödinger 方程的 Crank-Nicolson 差分–配点全离散

数值格式。 
那么，方程(17)可以化简为如下格式： 

( )( ) ( )( )2 1

2 2
k k

m i iiI C I diag v x U Fτ τ + + ⊗ + =  
                        (18) 

其中， ( )( ) ( )( )2

2 2
k k

m iF iI C I diag v x Uτ τ = − ⊗ −  
。 

最后进行迭代求解得出相应数值解。 
同样类似一维方程的推导，二维 Schrödinger 方程的全离散格式写成矩阵形式如下： 

( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 1

2 2 2
k k

m n i iiI C I I D diag v x U Fτ τ τ + + ⊗ + ⊗ + =  
                (19) 
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其中， ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2

2 2 2
k k

m n iF iI C I I D diag v x Uτ τ τ = − ⊗ − ⊗ −  
。 

3. 数值算例 

为验证利用重心插值配点格式求解 Schrödinger 方程的有效性和合理性，下面我们通过四个算例对一

维、二维 Schrödinger 方程运用重心插值配点格式，对此格式的高精度和质量能量守恒进行验证。 
为了方便，定义如下的最大绝对误差和相对误差符号： 

最大绝对误差：
0
max i i

i N
E U u∞

≤ ≤
= −  

最大相对误差： 0

0

max

max

i i
i N

i
i N

U u
Er

u
≤ ≤

∞

≤ ≤

−
=  

其中， iu 表示点 ix 处的精确解， iU 表示点 ix 处的数值解。 

3.1. 算例一 

对于一维 Schrödinger 方程的边界条件为 ( ) ( )0, 1, 0, 0 1u t u t t= = ≤ ≤ 时函数 ( ) 0v x = 。 
初值条件为 ( ) ( ),0 sin , 0 1u x x xπ= ≤ ≤ 此问题的带右端项的精确解为 ( ) ( ), cos sin , 0 1u x t t x x= ≤ ≤π 。 
表 1 表明，对于一维 Schrödinger 方程，推导得出其在时间上是二阶精度的。 
 

Table 1. The time convergence order of one-dimensional Schrödinger equation 
表 1. 一维 Schrödinger 方程的时间收敛阶 

τ  E∞  Rate 

1/10 4.61E−05 \ 

1/20 1.14E−05 2.02 

1/40 2.82E−06 2.00 

1/80 7.02E−07 2.01 

1/160 1.75E−07 2.00 

 
固定时间节点，改变空间节点，表 2 给出了二阶有限差分格式和重心插值配点格式所得的最大绝对

误差和最大相对误差，经过比较可以看出，重心插值配点格式在空间上可以用较少的点便能达到更高的

精度。比如，当 410τ −= 时，重心 Lagrange 插值只需要在空间上取 8 个点就可以达到 10−5 的精度，但二

阶有限差分格式需要取 256 个点才能达到这个精度。 
下表中 M + 1 是为空间的节点数，N 取 10,000 等分。 
 

Table 2. Maximum absolute error and maximum relative error of second-order finite difference scheme and barycentric in-
terpolation collocation scheme ( 410τ −= ) 
表 2. 二阶有限差分格式和重心插值配点格式的最大绝对误差和最大相对误差( 410τ −= ) 

二阶有限差分格式 重心 Lagrange 插值配点格式 

M E∞  Er∞  M E∞  Er∞  

16 8.1000E−03 6.1000E−03 4 5.1238E−01 5.0878E−03 

32 2.0000E−03 1.5000E−03 6 3.5897E−03 2.9133E−05 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.115334


孙浩然 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.115334 3156 应用数学进展 
 

Continued 

64 5.0659E−04 3.8028E−04 8 1.7186E−05 1.2079E−07 

128 1.2662E−04 9.5054E−05 10 7.0623E−08 5.4396E−10 

256 3.1656E−05 2.3764E−05 12 5.7170E−08 2.7069E−10 

 
通过下面的图 1和图 2我们可以看出，重心插值配点格式的数值解和解析解的等势线图像基本一致，

这进一步说明该数值格式的稳定性。 
下图为 M = 16，N = 1000 时的图像： 
 

 
Figure 1. Analytical solution of example one 
图 1. 算例一的解析解 

 

 
Figure 2. Example one numerical solution of barycentric interpolation collocation scheme 
图 2. 算例一重心插值配点法格式数值解 
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为了进一步说明该格式的优越性，画出两种格式的绝对误差图。由图 3 和图 4 可知，当时间剖分一

致时，重心插值配点格式在空间上取 16 个点的时候，绝对误差精度就达到 10−9，而二阶有限差分格式在

空间上取 128 个点的时候，精度只有 10−5。 
 

 
Figure 3. Example one absolute error figure of second-order finite 
difference scheme 
图 3. 算例一二阶有限差分格式绝对误差图 

 

 
Figure 4. Example one absolute error figure of barycentric inter-
polation collocation scheme 
图 4. 算例一重心插值配点格式绝对误差图 

3.2. 算例二 

Schrödinger 方程的边界条件为 ( ) ( )0, 1, 0, 0 1u t u t t= = ≤ ≤ 时函数 ( ) 2cosv x x= 。 
初值条件为 ( ),0 sin , 0 2 , 0 1u x x x t= ≤ ≤π≤ ≤ 此问题的精确解 

( ) 3, exp sin , 0 2 , 0 1
2
itu x t x x t = − ≤ ≤ ≤ ≤  π

 
。 

进一步针对 Schrödinger 方程的离散质量和能量守恒性进行验证。选取空间步长为 410τ −= ，对应的

计算区间为 [ ] [ ]0,1 0, t× ，实验结果以图形的方式给出。图 5 给出重心 Lagrange 插值格式对质量守恒量的
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保持情况，图 6 给出重心 Lagrange 插值格式对能量守恒量的保持情况。从图像可以看出我们的配点格式

很好地满足离散质量和能量守恒性。 
 

 
(a) 总质量                                       (b) 质量相对误差 

Figure 5. Example two mass conservation 
图 5. 算例二质量守恒 

 

 
(a) 总能量                                        (b) 能量相对误差 

Figure 6. Example two energy conservation 
图 6. 算例二能量守恒 

3.3. 算例三 

对于二维 Schrödinger 方程满足 [ ] ( ]21,1 0,TΩ = − × ，有 

( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

, ,0 sin sin

1, , 0, 1, , 0

, 1, 0, ,1, 0

u u ui f
t x y

u x y x y

u y t u y t

u x t u x t

 ∂ ∂ ∂
+ + = ∂

π π

∂ ∂
 =
 − = =
 − = =
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其中 

2

sin sin cos

sin sin sin cos sin sin

u x y t

f i t x y t x y

π π

π π π π π

=


= −
 

下表中 M + 1 是为空间的节点数，N 取 1000 等分。 
 

Table 3. Maximum absolute error and maximum relative error of second-order finite difference scheme and barycentric in-
terpolation collocation scheme ( 310τ −= ) 
表 3. 二阶有限差分格式和重心插值配点格式的最大绝对误差和最大相对误差( 310τ −= ) 

二阶有限差分格式 重心 Lagrange 插值配点格式 

M N E∞  Er∞  M N E∞  Er∞  

7 7 0.0093 0.0181 7 7 6.27E−04 0.001354 

10 10 0.0054 0.0101 8 8 1.18E−04 2.50E−04 

20 20 0.0015 0.0027 9 9 9.54E−06 1.77E−05 

30 30 6.69E−04 0.0012 10 10 2.63E−06 5.26E−06 

40 40 3.78E−04 7.00E−04 15 15 1.92E−07 3.55E−07 

 
固定时间节点，改变空间节点，表 3 给出了二维 Schrödinger 方程采用二阶有限差分格式和重心插值

配点格式所得的最大绝对误差和最大相对误差。与一维 Schrödinger 方程类似，重心插值配点格式在空间

上可以用较少的点便能达到更高的精度。比如，当 310τ −= 时，重心 Lagrange 插值只需要在空间上取 8
个点就可以达到 10−4 的精度，但二阶有限差分格式需要取 40 个点才能达到这个精度。 

表 4 可知，对于二维 Schrödinger 方程，推导得出其在时间上是二阶精度的。 
 

Table 4. The time convergence order of two-dimensional Schrödinger equation 
表 4. 二维 Schrödinger 方程的时间收敛阶 

τ  E∞  Rate 

1/16 4.61E−05 \ 

1/32 1.14E−05 2.02 

1/64 2.82E−06 2.00 

1/128 7.02E−07 2.01 

 
通过下面的图 7和图 8我们可以看出，重心插值配点格式的数值解和解析解的等势线图像基本一致，

这进一步说明该数值格式的稳定性。 
下图为 M = 16，N = 1000 时的图像： 
画出两种格式的绝对误差图。由图 9 和图 10 可知，当时间剖分一致时，重心插值配点格式在空间上

取 16 个点的时候，绝对误差精度就达到 10−7，而二阶有限差分格式在空间上取 31 个点的时候，精度只

有 10−4。 
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Figure 7. Analytical solution of example three 
图 7. 算例三的解析解 

 

 
Figure 8. Example three numerical solution of barycentric 
interpolation collocation scheme 
图 8. 算例三重心插值配点法格式数值解 

 

 
Figure 9. Example three absolute error figure of second-order finite 
difference scheme 
图 9. 算例三二阶有限差分格式绝对误差图 
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Figure 10. Example three absolute error figure of barycentric inter-
polation collocation scheme 
图 10. 算例三重心插值配点格式绝对误差图 

3.4. 算例四 

对于二维 Schrödinger 方程满足 [ ] [ ]0,2 0,2πΩ = × π ，有 

( ) ( ) ( ]

( )

1 ,     , 0,
2

,0 sin sin

tiu u V X f X t T

u X x y

 = − ∆ + + ∈Ω×

 =

 

其中 

( ) 2 21 sin sinV X x y= −  

该问题的精确解为 2e sin sintiu x y−= ，再进一步针对 Schrödinger 方程的离散质量和能量守恒性进行

验证。图 11 给出重心 Lagrange 插值格式对质量守恒量的保持情况，图 12 给出重心 Lagrange 插值格式对

能量守恒量的保持情况。从图像能再一次看出我们的配点格式很好地满足离散质量和能量守恒性。 
 

 
(a) 总质量                                      (b) 质量相对误差 

Figure 11. Example four mass conservation 
图 11. 算例四质量守恒 
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(a) 总能量                                      (b) 能量相对误差 

Figure 12. Example four energy conservation 
图 12. 算例四能量守恒 

4. 结语 

本文利用 Crank-Nicolson 格式结合重心 Lagrange 插值配点法求解 Schrödinger 方程一维二维问题，与

经典的二阶有限差分格式进行数值比较，重心 Lagrange 插值配点格式在空间方向用较少的点时就可以达

到很高的精度，且误差结果与理论分析相吻合，进一步数值算例也验证配点格式满足方程的质量和能量

守恒性。今后，可以将重心插值配点格式推广到更高维 Schrödinger 方程和时间分数阶 Schrödinger 方程

问题，也可将重心插值配点格式与其他格式相结合，探讨 Schrödinger 方程的高精度数值格式。 
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