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摘  要 

磁流体动力学方程组(MHD)是由Navier-Stokes方程组与Maxwell方程组通过洛伦兹力和欧姆定律耦合
而成的偏微分方程组，广泛应用于天体物理、受控热核反应和工业。本文证明了大初值具有磁扩散系数

的平面可压缩磁流体动力学方程组初边值问题的密度具有正上界。证明的关键是在大初值的情况下，建

立了能量的先验估计，结合方程结构可得到密度的正上界，对求解大初值可压缩磁流体动力学方程初边

值问题有重要意义。 
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Abstract 
Magnetohydrodynamic (MHD) equations are partial differential equations which are coupled by Navi-
er-Stokes equations and Maxwell equations through Lorentz force and Ohm’s law. They are widely 
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used in astrophysics, controlled thermonuclear reaction and industry. In this paper, we proved the 
upper bound of density to the initial boundary value problem of planar compressible magnetohydro-
dynamics equations with large initial data and magnetic diffusion coefficient. The key of the proof is to 
establish a priori estimate of the energy in the case of vacuum. It is important to solve the initial boun-
dary value problem of compressible magnetohydrodynamics equation with large initial data. 
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1. 引言 

磁流体动力学的基本方程组是由流体力学中的纳维–斯托克斯方程组(Navier-Stokes)和电磁学中的

麦克斯韦方程组(Maxwell)通过洛伦兹力耦合而成的。其中 NS 方程是一个极具代表性的流体力学模型，

对其定解问题的研究一直是国内外数学物理界关注的热点话题之一。 
欧拉坐标下，三维可压缩磁流体动力学方程组为： 
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这里，未知量 ( ) 3
1 2 3, , ,u u uρ = ∈u  代表流体的密度和速度， ( ) 3

1 2 3, , ,P = ∈B B B B  代表压强和磁场，

θ 代表温度， ( )Ψ u 代表粘性应力张量，其表达式为： 

( ) ( ) 32 divµ λ′Ψ = +u u uI  

其中， ( )
2

′∇ +∇u uu  ， 3I 是 3 × 3 的单位矩阵， ′∇ u 是∇u的转置矩阵，粘性系数 µ 和 λ′满足 0µ ≥ ，

2 3 0µ λ′+ ≥ 。 

此外，(1.1)中  代表能量，表达式为
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u
 ，e 为内能，

2

2
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为动能，

2

8π
B

为磁能。系数 0ν ≥

和 0κ ≥ 分别为磁场的磁扩散系数和热传导系数。 
本文不考虑热传导系数，即从 0κ = 的情形开始研究，考虑的是具有空间变量 ( )2 3, ,x x x x= 的三维

MHD 流体，该流体沿 x 方向运动且在横向方向 ( )2 3,x x 上均匀分布： 
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其中， u为纵向速度， 1b 代表纵向磁场， w 和 b分别代表横向速度和横向磁场。利用(1.2)这种特殊的结

构，对于恒定纵向磁场 1 1b =  (不失一般性)，结合 2 0λ µ λ′= + > ，我们可以将方程组(1.1)简化为： 
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                (1.3) 

同样的， 0ρ ≥ 代表密度函数；u代表速度； ( )1P R eρθ γ ρ= = −

  表示压强； w 和 b分别表示横向速

度和横向磁场； E 和θ分别代表平面磁流体动力学的总能量和温度； µ 和 λ 代表粘性系数； 0ν ≥ 表示

磁场的磁扩散系数。 E 的表达式为 

( ) 2221 1 .
2 8
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w b
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本文主要研究(1.3)的初边值问题。理想气体和内能的状态方程为 
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其中 , 1R γ > 是正常数， vC 是气体在恒容下的热容。 
接下来，我们设 1R = 不失一般性，考虑初始条件和边界条件： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0 00
, , , , , , , , , 0, ,
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, , 0
x L

u
=

=w b  

对于系统(1.1)的理论，近几年有不少显著成果。2013 年，Huang-Li [1]建立了三维粘性具有热传导可

压缩的磁流体动力学方程组的爆破准则。结果表明，对于初始密度允许真空的柯西问题，当密度上有界

且速度满足 Serrin 条件时，全局存在强解或光滑解。因此，如果速度的 Serrin 范数保持有界，就不可能

在密度变得无界之前形成其他种类的奇点(如真空态消失或非真空区出现真空或更温和的奇点)。这个判据

类似于已知的三维不可压缩 NS 方程的 Serrin 的爆破准则，特别是它与温度和磁场无关，与可压缩 NS 方

程的准则完全相同。Li-Xu-Zhang [2]考虑了三维等熵可压缩磁流体动力学方程的柯西问题。对于能量较

小但可能振荡较大的具有正则性的初始值，证明了经典解的全局适定性，其中流体密度允许包含真空状

态，并给出了解的大时间行为。 
2016 年，Wang [3]建立了仅与密度有关的二维可压缩磁流体强解的正则性判据。 
2017 年，Fan-Huang [4]研究了具有大初始值和真空情形的平面可压缩磁流体力学方程的初边值问题，

证明了强解存在唯一性。 
2019 年，Ye-Li [5]建立了具有大初值可压缩等熵磁流体动力学方程的全局强解，基于加权的

Caffarelli-Kohn-Nirenberg 不等式来得到速度 u 的 ( )1pL p< < ∞ 范数。在二维情形下，Wu-Wu [6]建立了初

始值接近平衡态时可压缩磁流体动力系统光滑解的全局存在唯一性。三维时，Hong-Hou-Peng [7]研究了

等熵可压缩磁流体动力学方程的柯西问题，证明了经典解的存在性。 
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2021 年，Xiao-Lu [8]研究了平面 MHD 方程在高温状态下辐射对动力学的影响。当粘性系数 µ 取决

于特定的气体体积( 1 2
αµ µ µ ν −= +  ，其中 1 20, 0µ µ> ≥  )，热传导系数κ 是温度的幂函数( βκ κθ=  ，其中

0κ > )时，证明了在无界域中，对任意的 0α ≥ 和 0β ≥ ，磁流体动力学系统具有大初值强解的整体存在

性。特别的，常数系数的情况同样适用。 
2022 年，Li-Li [9]证明了大初值无热传导、无磁扩散效应的平面 MHD 方程柯西问题强解的全局适定

性，证明的关键是引入了横截有效粘性通量 F 并对其进行先验估计。 
本文利用 Kazhiklov 和 Selukhin [10]的方法，先得到了包含耗散项的基本能量估计，又受到 Li-Xin [11] 

[12]的启发，得出了密度的正上界估计。 
本文用 C 代表一般正常数，每个式子间的 C 表示不一定相同。 

2. 拉格朗日坐标下的方程及主要定理 

在本节中，为了更好的处理对流项，我们根据 Li-Li [9]和 Li-Xin [11] [12]的思想引入拉格朗日坐标，重新

定义拉格朗日坐标下的方程组(1.3)。利用 flowmap 法将方程由欧拉坐标转换为拉格朗日坐标。具体方法如下： 
设 y 为拉格朗日坐标，将拉格朗日坐标 y 和欧拉坐标 x 之间的坐标变换定义为 

( ),x y tη= , 

其中 ( ),y tη 是由 u所确定的映射，即： 
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同样的，我们有 
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和 
, , ,t x t t x t t x tu u uu u p up pρ ρ ρ+ = + = + =        

, .t x t t x tu u+ = + =b b b w w w 

    

为了更有效地处理真空，我们引入了一个新的函数，它是欧拉坐标和拉格朗日坐标之间的雅可比矩阵： 

( ) ( ), ,yJ y t y tη=  

于是有 
;t yJ u=  

由质量守恒方程有 

( ) 0,y
t t yt

u
J J J u J

J
ρ ρ ρ ρ ρ= + = − =  
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且 

00 0, 1,t tJρ ρ
= =
= =  

于是 

0 .Jρ ρ=  

通过以上的变换我们就可以将欧拉坐标下的磁流体动力学方程组改写到拉格朗日坐标下： 
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                     (2.1) 

本文我们考虑的是系统(2.1)在任意给定时间 0T > 和空间区域长度 0L > 的条件下的初边值问题，因

此，需要对系统的边界条件进行补充。 
该系统的边界条件和初始条件如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, , 0, , 0, , 0u t u L t t L t t L t= = = = = =b b w w                   (2.2) 

和 

( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0 0
0

, , , , , , , ,
t

J u p J u pρ ρ ρ ρ
=
=b w b w                    (2.3) 

其中 0J 有一致正上界和正下界，值得注意的是，根据定义， 0J 应该为 1，然而为了将局部解扩张为整体 
解，我们可以选取一个正的时间 *T 作为初始时间，J 不一定具有相同的初始值，因此我们必须处理 0 1J ≠

的局部解适定性情况。另外需要注意的是，(2.3)中的初始条件作用在 ( )0 0,uρ ρ w 上，而不是 ( ),u w ，

换句话说，我们只需要指定 ( ),u w 在非真空区域 ( ) ( ){ }00, | 0y L yρ∈ > 中的值。 

3. 先验估计 

接着我们用基本能量估计法计算出系统的初始能量： 
命题 3.1 对任意的 ( )0,t T∈ ，有 

( )
0

, d ,
L

J y t y L=∫  

和 
2 22

0 0 00
d

2 2 8 1
L Ju Jp y Eρ ρ

γ

 
 + + + =
 π − 

∫
w b

 

其中 
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证明  将方程(2.1)1 两边同时在 ( )0,y L∈ 上积分，结合边界条件(2.2)有 
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上式左右两边同时在 ( )0, t 上积分，结合 0 1J = ，即得第一个结论。 
接下来我们用 u 乘(2.1)2 并在 ( )0,y L∈ 上积分，利用边界条件(2.2)，分部积分后有 
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w ∙(2.1)3 并在 ( )0,y L∈ 上积分，利用边界条件(2.2)，分部积分后有 
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b ∙(2.1)4 在 ( )0,y L∈ 上积分，将(3.1)1 代入，利用边界条件(2.2)，分部积分后有 
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将(3.1)~(3.3)相加，我们有 
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为了处理上式右端项，我们用
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(3.4) + (3.5)得到 
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再将上式对 t 进行积分，得证。 
经过进一步计算我们可以得到 J 的下界： 
命题 3.2 对任意 ( )0,t T∈ ，有 
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证明 该命题的证明思路受 Kazhiklov 和 Selukhin [10]、Xin 和 Li [11] [12]的启发，将(2.1)1 代入(2.1)2

中，有 
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( )
2

0ln
8

,t yyt

y

J u pλ ρ
 
 = + +
 π 

b
 

在 ( )0, t 上积分结合 0 1tJ
=
= ，有 

( ) ( )
2

0 0 0
ln d ,

8
t

yy

y

J u u pλ ρ τ
  
  = − + +
  π  

∫
b

 

上式在 ( ),z y 上对空间变量进行积分可以得到 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2

0 0 0 0

ln , ln ,

d , , d , , d
8 8

y t t

z

J y t J z t

u u p y t p z t y t z t

λ λ

ρ ξ τ τ

−

 
 = − + − + −
 π π 

∫ ∫ ∫
b b  

即 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

0 00 0 0

2

0 00 0 0

d , d , d ln ,
8

d , d , d ln ,
8

y t t

z t t

u u p y t y t J y t

u u p z t z t J z t

ρ ξ τ τ λ

ρ ξ τ τ λ

− + + −
π

= − + + −
π

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

b

b
 

上式两端说明该方程与空间无关，仅依赖于时间，定义 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 00 0 0
d , d , d ln , ,

8
y t t

u u p y t y t J y t h tρ ξ τ τ λ− + + −
π∫ ∫ ∫

b
  

从而有 

( )
( ) ( )

2

00 00
d1 d 8

, e e e
t

y
p h t

u u
J y t

τ
ρ ξ λ λ

λ λ

 
 +
 − −π
 

∫∫
⋅ ⋅=

b

 

定义 

( )
( )

( )
( )0 00

1 d

e

, e
y

h t

u u

K t

B y t

λ

ρ ξ
λ

− −∫











 

从而上式可变形为 

( ) ( ) ( )

2

0 d
8

e , ,
t p

J y t K t B y t
τ

λ λ

 
 +
 π
 

∫
=

b

                           (3.6) 

用

2

8
p
λ λ

 
 +
 π 

b
乘(3.6)有 

( ) ( ) ( )

2

0
2d

8
e , ,

8

t p

t
p J y t K t B y t

τ
λ λ

λ λ

 
 +
 π
 

∫
      ∂ = +   π    

b
b

 

在 ( )0, t 上积分有 
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( ) ( ) ( )

2

0
2d

8

0
e 1 , , d

8

t p
t p J y t K t B y t

τ
λ λ

τ
λ λ

 
 +
 π
 

∫  
 − = +
 π 

∫
b

b
 

结合(3.6)有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

0
, , 1 , , d .

8
t pJ y t K t B y t J y t K t B y t τ
λ λ

 
 = + +
 π 

∫
b

                (3.7) 

接下来通过先对 ( )K t 和 ( ),B y t 进行处理，进而得到 J 的下界估计： 
结合命题 3.1，利用 Hölder 不等式，有 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0 010 0 0
d d d 2 2 ,

y L L
u u u u u u Eρ ξ ρ ξ ρ ρ ξ ρ− ≤ − ≤ + ≤∫ ∫ ∫  

从而有 

( )0 0 0 01 1
2 22 2

1 2e , e .
E E

m B y t m
ρ ρ

λ λ
−

≤ ≤                          (3.8) 

接下对 ( )K t 的上下界进行估计： 
(3.7)左右两边对 ( )0,y L∈ 积分有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0 0
, , d , , d d .

8
L t L pK t J y t B y t y L K t J y t B y t y τ

λ λ

 
 = + +
 π 

∫ ∫ ∫
b

            (3.9) 

上式结合命题 3.1 和不等式(3.8)有 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

1 1 0

0

2

0 0

2

2 0 0

2 0
0

d

, , d

, , d d
8

d d
8

d

L

L

t L

t L

t

m LK t K t m J y

K t J y t B y t y

pL K t J y t B y t y

JJpL m K t y

m E
L K t

τ
λ λ

τ
λ λ

γ
τ

λ

=

≤

 
 = + +
 π 

 
 ≤ + +
 π 

≤ +

∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

b

b

 

即 

( ) ( )2 0
0

1 1

1 d ,
tm E

K t K t
m m L

γ
τ

λ
≤ + ∫  

利用 Gronwall 不等式我们就得到了 

( ) [ ]
2 0

1

1

1 e 0, , .
m E t

m LK t t T
m

γ
λ≤ ∈  

由(3.7)，又因为 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

0 0

2 20 0

, , d d
8

, , d d

t L

L L

pL L K t J y t B y t y

K t J y t B y t y K t m J y m LK t

τ
λ λ

 
 ≤ + +
 π 

= ≤ =

∫ ∫

∫ ∫

b
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从而有 

( )
2 0

1

2 1

1 1 e .
m E t

m LK t
m m

γ
λ≤ ≤  

接下来可以完成 J 的下界估计： 

( ) ( ) ( ) ( )

2
2 00

1

d
80 2

1

1 e e , , e ,
t p m E t

m LmJ y t K t B y t J y t
m

γτ
λ λ λ

 
 +
 π
 

∫
= ≤ = ≤

b

 

从而 

( )
2 0

11

21

, e ,
m E t

m LmJ y t J
m

γ
λ

−

≥ 
 

又 

( ) 0,J y t J
ρ
ρ

= ≥  

从而 

( ) 0,y t
J
ρ

ρ ≤  

得证。 
根据上面的方法，我们可以得到 J 的一个受 pJ 和

2J b 控制的上界： 
推论 3.1 对任意 ( )0,t∈ ∞ ，有 

( )
2 0

1

22
2 2

2 0
1 1

, e d .
8

m E t
t m L Jm m JpJ y t

m m

γ
λ τ

λ λλ

 
 ≤ + +
 π 

∫
b

 

证明由(3.7)结合命题 3.3 的相关结论，由 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 0

1

2
1

0
2

2
2

0
1

, , , 1 , , d
8

1 e d
8

t

m E t
t m L

m pJ y t J y t K t B y t J y t K t B y t
m

Jm Jp
m

γ
λ

τ
λ λ

τ
λ λ λ

 
 ≤ = + +
 π 

 
 ≤ + +
 π 

∫

∫

b

b
 

从而有 

( )
2 0

1
2
2

2
2

1

2

0
1

, e d .
8

m E t
t m L Jm m JpJ y t

m m

γ
λ τ

λ λλ

 
 ≤ + +
 π 

∫
b

 

4. 总结 

本文得到了具有磁扩散系数的可压缩磁流体动力学方程组的基本能量估计和密度的上界估计，后续

可继续进行解的延拓，这对求解大初值可压缩磁流体动力学方程初边值问题有重要意义。 
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