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摘  要 

在毕达哥拉斯模糊集和Hamacher三角模基础上，研究了一类带参数且具有对称性的集成算子。首先给

出了毕达哥拉斯模糊数的对称运算规则；其次，提出了基于Hamacher三角模的对称毕达哥拉斯集成算

子，讨论了它的性质；之后，提出一种决策方法来解决毕达哥拉斯模糊信息环境下的多属性决策问题；

最后，用示例验证所给方法的有效性。 
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Abstract 
Based on the Pythagorean fuzzy set and Hamacher triangular norm, a class of aggregation opera-
tors with papameters and symmetric is studied. Firstly, the operational rules of Pythagorean fuzzy 
numbers is provided; secondly, the symmetric Pythagorean fuzzy aggregation operator based on 
the Hamacher triangular norm is defined, and some properties of it are investigated in detail; af-
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terwards, an approach to Pythagorean fuzzy multi-attribute decision making is presented based 
on the proposed operators. Finally, a practical example is given to illustrate the effectiveness of 
the proposed approach.  
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1. 引言 

由于客观事物的复杂性和不确定性，很多实际问题都表现出一定的模糊性，Zadeh 教授[1]于 1965 年

引入模糊集合理论来处理模糊信息，其核心是隶属度概念。之后，Atanassov 教授[2]引入了同时考虑了隶

属度、非隶属度和犹豫度的直觉模糊集，其要求隶属度和非隶属度之和小于或等于 1。许多学者以此为

基础对直觉模糊集进行充分的推广，如区间直觉模糊集[3]，直觉梯形模糊集[4]，直觉不确定语言集[5]。
然而在实际决策中，有时会出现隶属度和非隶属度之和大于 1 的情况，用上述概念无法进行描述。为解

决这一问题，Yager 教授[6]定义了毕达哥拉斯模糊集，相比较直觉模糊集，它在处理模糊信息和不确定

信息等方面比直觉模糊集更具灵活性，引起了国内外一些学者的关注。比如：缑迅杰[7]研究了毕达哥拉

斯模糊集的连续性和可导性。张小路[8]将 QUALIFLEX 方法应用于毕达哥拉斯模糊信息环境下的多属性

群决策问题。彭新东[9]提出毕达哥拉斯模糊集上的多参数相似测度，并应用于模式识别。集成算子在多

属性决策中发挥重要作用，因此许多学者对毕达哥拉斯模糊环境下的集成算子进行了研究。Yager 教授[6]
提出了毕达哥拉斯算术和几何平均算子。马振明[10]提出毕达哥拉斯对称几何和算术平均算子。梁德翠[11]
提出了毕达哥拉斯模糊 Bonferroni 平均算子，Garg [12]提出基于中立运算的毕达哥拉斯模糊几何平均算

子。朱建忠等[13]提出了毕达哥拉斯模糊 Muirhead 平均算子。彭丁红等[14]提出了毕达哥拉斯模糊 Frank
平均算子。杜玉琴等[15]提出了毕达哥拉斯模糊 Hamacher 集结算子。Abdullah 等[16]提出了毕达哥拉斯

模糊 Hamacher  Choquet 积分算子。通过对已有文献分析我们发现，已有的毕达哥拉斯算术和几何平均

算子，对称几何和算术平均算子和中立几何平均算子能够公平的对待毕达哥拉斯模糊数中的隶属度和非

隶属度信息，但这些算子中都不含有参数；而其他一些算子虽然含有参数能够体现决策者的偏好，但不

能够公平的对待毕达哥拉斯模糊数中的隶属度和非隶属度信息。因此，结合上述两类算子的优点，引入

一种既能体现决策者偏好又能够公平对待毕达哥拉斯模糊数中的隶属度和非隶属度信息的集成算子是一

件非常有意义的工作。 
本文在上述文献工作基础上，首先基于带参数的 Hamacher 三角模定义了毕达哥拉斯模糊数之间的对

称型运算，提出了带参数的对称毕达哥拉斯模糊 Hamacher 集成算子，并证明了这些算子的幂等性、单调

性、有界性等。其次，将提出的算子应用于毕达哥拉斯模糊信息环境下的多属性群决策问题中。最后，

通过示例验证了所提出方法的有效性。 

2. 预备知识 

本节我们主要给出本文所需要一些预备知识，如毕达哥拉斯模糊集和 Hamacher 三角模等。 
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2.1. 毕达哥拉斯模糊集 

Yager 教授在文献[6]提出了非标准的直觉模糊集——毕达哥拉斯模糊集： 
定义 2.1：[6]设 X 为论域，则 X 上的毕达哥拉斯模糊集 A 定义为： 

( ) ( ){ }, , |A AA x x x x Xµ ν= ∈ ， 

其中 ( ) ( ) [ ], 0,1A Ax xµ ν ∈ 称为 x 相对于 A 的隶属度和非隶属度，且满足约束条件 ( )( ) ( )( )2 2
1A Ax xµ ν+ ≤ 。 

在文献[8]中， ( ) ( ) ( )2 21P
A A Ax x xπ µ ν= − − 称为 x 的犹豫度。对给定 x X∈ ，称偶对 ( ) ( )( ),A Ax xµ ν 为

毕达哥拉斯模糊数，简记为 ( ),α αα µ ν= ，其中 [ ], 0,1α αµ ν ∈ ， 2 2 1α αµ ν+ ≤ 。为了对毕达哥拉斯模糊数进行

比较，对于毕达哥拉斯模糊数α定义如下得分函数 s 和准确函数 h： 

( )
2 2

2 2

, ,

, ,
s α α α α

α α α α

µ ν µ ν
α

ν µ µ ν

 − ≥= 
− − ≤

                                (1) 

( ) 2 2h α αα µ ν= + ，                                    (2) 

明显地， ( ) [ ]1,1s α ∈ − ， ( ) [ ]0,1h α ∈ ，得分 ( )s α 越大，毕达哥拉斯模糊数α越大。当得分相同时，

准确值 ( )h α 越大α越大。 
定义 2.2：[7]设 ,α β 为两个毕达哥拉斯模糊数。 
1) 如果 ( ) ( )s sα β< ，则称α小于 β ，即，α β 。 
2) 如果 ( ) ( )s sα β=  
a) ( ) ( )h hα β< ，则称α小于 β ，即，α β ； 
b) ( ) ( )h hα β= ，即，α β= 。 
定义 2.3：设 ( )1,2, ,j j nα =  为一族毕达哥拉斯模糊数且 [ ]

1
1, 0,1

n

i i
i
ϖ ϖ

=

= ∈∑ 。 
1) 称 

( )
1 1

PFWG ,j j
j j

n n
Y

j j

ω ω
ω α αα µ ν

= =

 
=  
 
∏ ∏ ， 

为毕达哥拉斯模糊加权几何平均算子[6]； 
2) 称 

( )
1 1

PFWA ,
j j

n
Y

j j
j

n

j
ω α αα ω µ ω ν

= =

 
=  
 
∑ ∑ ， 

为毕达哥拉斯模糊加权算术平均算子[6]； 
3) 称 

( )

( ) ( )
1 1

1 1
2 22 22 2

1 1 1 1

SPFWG ,

1 1

j j

j j

j jj j

j jj j

n n

n

j j

j j

n

j j

n n

ω ω
α α

ω

ω ωω ω
α αα α

µ ν
α

µ µ ν ν

= =

= = = =

 
 
 
 =
     − + − +        

∏ ∏

∏ ∏ ∏ ∏

 

对称毕达哥拉斯模糊几何集成算子[10]。 

2.2. Hamacher 三角模 

定义 2.4：[17] Hamacher 三角模定义如下： 
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( ) ( ) ( )
,

1 1 1H
xyT x y

x y xyλ
=

+ − − − +
， [ )0,γ ∈ ∞  

特别地，定义
( ) ( ) ( )( )1 1 1 1HT

xx
x x

γ
γ

γγ

λ

λ λ
=

− + + − −
，当 0γ → 时， HT 为 drastic 积三角模记为 DT ；当 1γ =

时， HT 为代数积三角模记为 PT 。 

利用 Hamacher 三角模和数学归纳法可以给出如下 Hamacher 集成算子： 
定义 2.5：[17]设 [ ]1 2, , , 0,1nx x x ∈ ，定义 Hamacher 集成算子如下： 

( )
( ) ( )( ) ( )

1
1 2

1 1

HO , , ,
1 1 1 1

i

i i

n
w
i

i
w n n nw w

i i
i i

x
x x x

x x

λ

λ λ

=

= =

=
+ − − + −

∏

∏ ∏
 。 

引理 2.1：[17] HO 算子具有幂等性，单调性和有界性。 

引理 2.2：[10]如果 [ ], 0,1x y∈ 且 x y≤ ，那么
1
xx y

x y
≤ ≤

+ −
。 

3. 基于 Hamacher 三角模的对称毕达哥拉斯集成算子 

定义 3.1：设 ,α β 为两个毕达哥拉斯模糊数，定义如下运算： 

1) 
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

0.5 0.52 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

, ,
,

, 1 ,1 , 1 ,1
H H

H H H H

T T

T T T T
α β α β

α β α β α β α β

µ µ ν ν
α β

µ µ µ µ ν ν ν ν

    
    ⊗ =
    + − − + − −     

 

2) 
( ) ( )

2 2

2 2 2

.5

2

0.5 0

,
1 1

H H
H

H HH H

T T
T

T TT T

α α
γ γ

γ
γ γγ γ

α α α α

µ ν

µ
α

µ ν ν

 
 
 

+ − + −

   
  

 


=    
  

  


 

， 0γ >  

定理 3.1：设 ,α β 为两个毕达哥拉斯模糊数，那么α β⊗ 和 γα 为毕达哥拉斯模糊数。 
证明：只证明α β⊗ 为毕达哥拉斯模糊数， γα 为毕达哥拉斯模糊数类似可证。 

明显地，
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) [ ]
0.5 0.52 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

, ,
, 0,1

, 1 ,1 , 1 ,1
H H

H H H H

T T

T T T T
α β α β

α β α β α β α β

µ µ ν ν

µ µ µ µ ν ν ν ν

   
    ∈
   + − − + − −   

。 

由 2 2 2 21, 1α α β βµ ν µ ν+ ≤ + ≤ 和 HT 单调性，我们有 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

, ,

, 1 ,1 , 1 ,1

, ,
1

, , , ,

H H

H H H H

H H

H H H H

T T

T T T T

T T

T T T T

α β α β

α β α β α β α β

α β α β

α β α β α β α β

µ µ ν ν

µ µ µ µ ν ν ν ν

µ µ ν ν

µ µ ν ν ν ν µ µ

+
+ − − + − −

≤ + =
+ +

。 

所以α β⊗ 为毕达哥拉斯模糊数。 
容易验证，上述两种运算具有如下性质： 
定理 3.2：设 1 2, ,α α α 是 3 个毕达哥拉斯模糊数， [ )1 2, , 0,γ γ γ ∈ ∞ 。那么 
1) 1 2 2 1α α α α⊗ = ⊗ ； 
2) 1 2 1 2

H H HT T T
γ γ γ γα α α+ = ⊗ ； 

3) ( ) ( ) ( )1 2 1 2H H HT T T
γ γ γα α α α⊗ = ⊗ 。 
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定义 3.2：设 1, , nα α 为 n 个毕达哥拉斯模糊数，称 

( )1 1
SHPM , , i

H

n

n Ti

ωα α α
=

= ⊗  

为基于 Hamacher 三角模的对称毕达哥拉斯集成算子，其中 [ ]
1

1, 0,1
n

i i
i
ϖ ϖ

=

= ∈∑ ，且 

( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1

0.5 0.52 2 2 2
1 1

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1

SHPM , ,

HO , , HO , ,
,

HO , , HO 1 , ,1 HO , , HO 1 , ,1

n

w n w n

w n w n w n w n

α α

µ µ ν ν

µ µ µ µ ν ν ν ν

    
    =
    + − − + − −     



 

   

。 

特别地，当参数 1γ = 时，SHPM 算子为 SPFWG 算子。下面给出 SHPM 算子的一些性质： 
定理 3.3：(幂等性)设 1 0, , ,nα α α 为一族毕达哥拉斯模糊数，如果 1 0nα α α= = = ，则 

( )1 0SHPM , , nα α α= 。 
证明：由 HO 算子的幂等性，我们有 

( ) ( )
0.5 0.52 2

0 0
1 0 02 2 2 2

0 0 0 0

SHPM , , , ,
1 1n
µ να α µ ν

µ µ ν ν

    
 = =    + − + −    

 。 

定理 3.4：(有界性)设 1, , nα α 为一族毕达哥拉斯模糊数，如果 ( ) ( )( )1 1min , , ,max , ,n nα µ µ ν ν− =   且

( ) ( )( )1 1max , , ,min , ,n nα µ µ ν ν+ =   ，则 ( )1SHPM , , nα α α α− +≤ ≤ 。 
证明因为 ( ) ( )2 2 2 2

1 1HO , , 1 HO 1 , ,1w n w nµ µ µ µ≤ − − −  ，所以由引理 2.2 有 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
12 2 2 2

1 12 2 2 2
1 1

HO , ,
HO , , 1 HO 1 , ,1

HO , , HO 1 , ,1
w n

w n w n
w n w n

µ µ
µ µ µ µ

µ µ µ µ
≤ ≤ − − −

+ − −



 

 

。 

由 HO 算子的有界性，我们有 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
12 2 2 2

1 12 2 2 2
1 1

HO , ,
min , , max , ,

HO , , HO 1 , ,1
w n

n n
w n w n

µ µ
µ µ µ µ

µ µ µ µ
≤ ≤

+ − −



 

 

。 

所以， 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

0.52 2
1

1 12 2 2 2
w 1 1

HO , ,
min , , max , ,

HO , , HO 1 , ,1
w n

n n
n w n

µ µ
µ µ µ µ

µ µ µ µ

 
 ≤ ≤
 + − − 



 

 

。 

类似地，我们有 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

0.52 2
1

1 12 2 2 2
1 1

HO , ,
min , , max , ,

HO , , HO 1 , ,1
w n

n n
w n w n

ν ν
ν ν ν ν

ν ν ν ν

 
 ≤ ≤
 + − − 



 

 

。 

所以结论成立。 
定理 3.5：(单调性)设 1 1, , , , ,n nα α α α∗ ∗

  为两族毕达哥拉斯模糊数，如果 i iα α∗≤ ， 1,2, ,i n=  ，则 

( ) ( )1 1SHPM , , SHPM , ,n nα α α α∗ ∗≤  。 
证明：证明与定理 3.4 类似，此处省略。 

4. 基于 SHPM 算子的多属性决策方法 

在一个多属性决策问题中，设 ( )1 2, , , mA A A A=  为方案集， ( )1 2 3, , , nC C C C C= 为属性集，w 表示属
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性权重向量且 [ ]
1

1, 0,1
n

i i
i
ϖ ϖ

=

= ∈∑ 。假设专家对决策方案 iA 在属性 jC 下的评价值用毕达哥拉斯模糊数表示 

为： ( ),ij ij ijα µ ν= ， 1,2, ,i m=  ； 1,2, ,j n=  ， ( )ij mn
α 为毕达哥拉斯模糊决策矩阵。下面给出如下具体

步骤获得最佳方案： 

步骤 1：专家确定属性权重ϖ ，其中 [ ]
1

1, 0,1
n

i i
i
ϖ ϖ

=

= ∈∑ ； 

步骤 2：利用 SHPM 算子对决策矩阵 ( )ij mn
α 的第 i 行进行集成，获得每个方案的综合评价值 

( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1

0.5 0.52 2 2 2
1 1

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1

SHPM , ,

HO , , HO , ,
,

HO , , HO 1 , ,1 HO , , HO 1 , ,1

i i in

w i in w n

w i in w i in w i in w i in

α α α

µ µ ν ν

µ µ µ µ ν ν ν ν

=

    
    =     + − − + − −     



 

   

。 

步骤 3：根据公式(1)计算 iα 的得分函数值 ( )is α ； 
步骤 4：根据定义 2.2 对方案 1 2, , , mA A A 得分进行排序，从而得到最佳方案。 

5. 实例与对比分析 

5.1. 实例 

某风险投资公司要进行项目投资，现有 4 个备选企业 ( )1 2 3 4, , ,A A A A A= 4项评估属性： ( )1 2 3 4, , ,C C C C C=

分别表示产品的创新力、产品的生产能力、产品的销售能力、产品的售后服务能力，属性权重向量为

( )0.25,0.35,0.2,0.2w = 。对每个企业进行评估，得到如下决策矩阵(表 1)： 
 
Table 1. Pythagorean fuzzy decision matrix 
表 1. 毕达哥拉斯模糊决策矩阵 

数量 1C  2C  3C  4C  

1A  ( )0.7,0.5  ( )0.7,0.4  ( )0.6,0.4  ( )0.7,0.4  

2A  ( )0.6,0.4  ( )0.7,0.4  ( )0.7,0.4  ( )0.6,0.5  

3A  ( )0.6,0.3  ( )0.5,0.5  ( )0.8,0.3  ( )0.7,0.4  

4A  ( )0.5,0.3  ( )0.7,0.4  ( )0.6,0.4  ( )0.5,0.5  

 
步骤 1：属性权重向量为 ( )0.25,0.35,0.2,0.2w = ； 
步骤 2：利用 SHPM 算子对决策矩阵 ( )ij mn

α 的第 i 行( 1,2,3,4i = )进行集成，获得每个方案的综合评

价值，为了方便这里以 1λ = 为例进行计算，则 

( )1 0.62,0.42α = ， ( )2 0.66,0.49α = ， 

( )3 0.50,0.38α = ， ( )4 0.59,0.39α = ； 

步骤 3：根据公式(1)计算 ( )1,2,3,4i iα = 的得分函数值如下： 

( ) ( ) 52
1

0.20.62 0.42 0.456s α − == ， ( ) ( ) 52
2

0.20.66 0.49 0.442s α − == ， 

( ) ( ) 52
3

0.20.50 0.38 0.325s α − == ， ( ) ( ) 52
4

0.20.59 0.39 0.443s α − == ； 
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步骤 4：根据定义 2.2 对方案 1 2, , , mA A A 得分进行排序，由于 ( ) ( ) ( ) ( )1 4 2 3s s s sα α α α> > > ，从而得

到 1 4 2 3A A A A   ，所以最佳方案为 1A 。 
此外，为了更好地研究参数 γ 对决策结果的影响，我们给出得分函数随参数变化曲线如下图 1。 

 

 
Figure 1. Score varies with parameters γ 
图 1. 得分函数随参数 γ变化曲线 

 
从图 1 我们发现随着参数从小变大用 SHPM 算子得出的排序结果有如下种情况： 
1) 2 4 1 3A A A A    
2) 2 1 4 3A A A A    
3) 1 2 4 3A A A A    
4) 1 4 2 3A A A A    
由分析可知，根据不同的 γ 值，我们用 SHPM 算子形成的决策方法进行优劣排序， γ 值可以用来体

现决策者的心态，专家或决策者可以根据自身的兴趣和实际需求，来选择适当的值。从 γ 曲线稳定性来

看， 1A 最优。 

5.2. 对比分析 

由于 SHPM 算子中参数 1γ = 时就是文献[10]中提出的 SPFWG 算子，当 SHPM 算子无法包含定义 2.1
中 Yager 教授给出的另外两种算子，因此，下面我们将利用这两种算子计算本文中的例子来验证提出方

法的正确性和实用性。限于篇幅，这里我们只给出结果如下： 
1) 用 PFWGY 算子集成结果为 ( )1 0.4352s α = ， ( )2 0.4406s α = ， ( )3 0.3022s α = ， ( )4 0.4345s α = ，

所以排序为 2 4 1 3A A A A   ； 
2) 用 PFWAY 算子集成结果为 ( )1 0.7706s α = ， ( )2 0.7204s α = ， ( )3 0.6026s α = ， ( )4 0.7629s α = 所

以排序为 1 4 2 3A A A A   。 
上述结果分别与 SHPM 算子中参数 0γ = 和 1γ = 时结果一致，这说明本文提出的算法得到的结果是

有效的。 
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6. 结论 

针对毕达哥拉斯模糊集，研究了基于 Hamacher 三角模的对称集成算子，并将其应用于多属性决策

问题中。首先定义了毕达哥拉斯模糊数的对称运算规则，验证了它的一些性质，提出了基于 Hamacher
三角模的 Hamacher 对称集成算子，并研究了这些算子具有的性质，如幂等性，有界性和单调性。之后，

通过示例根据不同的参数得出排序结果和已有对称算子的结果对比，进而验证了文中所提方法的有效性

和实用性。本文创新点：1) 提出了带参数的具有对称性的集成算子，既能体现决策者偏好，又能公平

对待集成信息中的隶属度和非隶属度信息；2) 提出了一种决策方法来解决多属性决策问题。文中所提

的方法为解决决策问题提供了一种新思路。这些方法可进一步应用到投资决策、风险管理、项目评估等

诸多领域。 
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