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摘  要 

在三维光滑有界区域中研究了奇异情况下的非牛顿Boussinesq方程组的周期初边值问题。应用Galerkin
方法、Gronwall不等式、Aubin-Lions引理，并结合能量估计、紧性方法证明了外力项适当小的情况下，

该方程组正则解的存在性。 
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Abstract 
The periodic initial boundary value problem of non-Newtonian Boussinesq equations in singular 
case is studied in three-dimensional smooth bounded domain. By using Galerkin method, Gron-
wall inequality, Aubin-Lions lemma, energy estimation and compactness method, the existence of 
regular solutions for the system is proved when the external force term is appropriately small. 
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1. 引言 

Boussinesq 方程组描述地球物理流，对生活中的气象预报、龙卷风等自然灾害等的研究都有积极现

实意义[1]，该方程组在 Rayleigh-Bérnard 对流[2] [3]中扮演至关重要的角色。考虑如下一类非牛顿

Boussinesq 方程组的初边值问题： 
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其中：未知函数 ( )1 2 3, ,u u u u= ， ( )1 2 3, ,θ θ θ θ= 以及 p， 3e 分别表示流体速度、温度、压力和 3
 中的单位

向量。 ( )3 30,1Ω = ⊂  ， ( ) 2pT Du Du Du−= ，1 2p< < 。 ( )T1
2

Du u u= ∇ +∇ 表示应力速率张量。 

( )1 2 3, ,f f f f= ， ( )1 2 3, ,g g g g= 为给定的外力项。 { }: 0i ixΓ = ∂Ω∩ = 以及 { }3 : 1i ix+Γ = ∂Ω∩ = ， 1, 2,3i = 。

ρ 表示流体密度，κ 表示热传导系数，均取常数。为讨论方便，取 1ρ κ= = 。 
在自然界和工业界中都存在着大量的非牛顿流体，如建筑界中的沥青、水泥浆、下水道中的污泥。

食品工业中的奶油、蜂蜜和蛋白、大多数油类和润滑脂。高聚物熔体和溶液以及人体中的血液等。非牛

顿流体的研究对这些工业的发展具有重大的现实意义。 
当不考虑温度( 0θ = )时，系统(1)退化为经典的不可压非牛顿流方程组，目前关于不可压非牛顿流有

一系列的研究，具体参见文献[4]-[9]。当把温度( 0θ ≠ )纳入考虑时，问题(1)成为非牛顿 Boussinesq 模型。

由于 Boussinesq 方程组中温度和速度耦合项产生的困难，与不可压非牛顿流相比，关于该类方程组各类

初边值解的研究还很少。文献[10]中对一类修正的双极粘性流体的 Boussinesq 近似进行了研究，并证明

了当 ( )2 2p n n> + 时弱解的存在唯一性。文献[11]研究一类稳态不可压 Boussinesq 第一边值问题，应用

迭代方法证明正则解存在唯一性。目前，关于 Boussinesq 方程组的研究主要集中在牛顿流模型，关于非

牛顿 Boussinesq 方程组的研究还不多，且主要集中在弱解的存在性、唯一性等方面。本文在三维光滑有

界域Ω中，考虑一类周期边界条件下正则解的存在性。 

2. 预备知识与主要结果 

本文用 ( ) ( )1qL qΩ ≤ ≤ ∞ 表示标准的 Lebesgue 空间，其范数用 q⋅ 表示， ( ),m qW Ω 表示通常的 Sobolev
空间，其范数用 ,m q⋅ 表示。设 X 为定义范数

X⋅ 的 Banach 空间，用 ( )( ) ( )0, ; 1pL T X p≤ ≤ ∞ 表示通常的
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Bochner 空间，其中范数用 ( )0, ;pL T X⋅ 表示。 
引入函数空间 

( ){ }: , d 0 ,per peru C u x∞

Ω
= ∈ Ω =∫  

:q
per perV =  在 q⋅ -范数意义下的闭包， 

, :m q
per perV =  在 ,m q⋅ -范数意义下的闭包。 

这里下标'per'表示该函数空间中的函数沿空间各方向都具有周期性且在所讨论区域上满足零均值条

件。 
下面给出问题(1)正则解的定义 

定义 1：假设 ( )
4

0, ; p
perf L T L∞

 
∈ Ω  

 
， ( )( )20, ; perg L T L∞∈ Ω ， ( )1,2

0 peru V∈ Ω ， ( )1,2
0 perVθ ∈ Ω 。若 ( ),u θ 满

足下述条件 
1) ( )( )1,20, ; peru C T V∈ Ω ， ( )( )1,20, ; perC T Vθ ∈ Ω ， ( )2

t Tu L∈ Ω ， ( )2
t TLθ ∈ Ω ， ( ) 00u u= ， ( ) 00θ θ= ； 

2) ( )
4

2 2 40, ; p
peru L T L −

 
∇ ∈ Ω  

 
， ( )( )2 2 20, ; perL T Lθ∇ ∈ Ω ； 

3) 对 ( )1, p
perVϕ∀ ∈ Ω ， ( )1,2

perVφ ∈ Ω 以及 ( ). . 0,a e t T∈ 有 

( ) 2
3d d d d d ,

p
tu x u u x Du DuD x e x f xϕ ϕ ϕ θϕ ϕ

−

Ω Ω Ω Ω Ω
∂ + ⋅∇ + = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( )d d d d ,t x u x x g xθφ θφ θ φ φ
Ω Ω Ω Ω
∂ + ⋅∇ + ∇ ⋅∇ =∫ ∫ ∫ ∫  

则称 ( ),u θ 为问题(1)的正则解。 
在后续中，为方便起见，省略下标'per'。 
设 , , ,M NΛ Γ 为满足如下条件的常数，C 是计算中产生的与 ,p Ω有关的常数。 

( ) ( )
2 2

3 2 2 111min , , 2 ,
10 2 10

p pp pp CN C M
C C C

− −
  −    Λ < Γ > Γ + < Λ    
     

           (2) 

本文的主要定理如下： 
定理 1：设5 3 2p≤ < ， 0 0, , ,u f gθ 满足 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

4

2

4
21,2

0 0 2
0

22 1,2
0 0 2

0

0, ; , , esssup , ,

0, ; ,  , esssup ,  ,
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t
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t

f L T L u V f M u

g L T L V g Nθ θ

∞
Ω

≥

∞
Ω

≥

 
∈ Ω ∈ Ω ≤ ∇ < Λ  

 

∈ Ω ∈ Ω ≤ ∇ < Γ

          (3) 

则问题(1)至少存在一个定义 1 意义下的解 ( ),u θ 。此外，对 0T∀ > 解 ( ),u θ 满足估计 

[ ]
( )

[ ]
( )2 2

2 20, 0,
sup , sup

t T t T
u t tθ

∈ ∈
∇ ≤ Λ ∇ ≤ Γ  

下面给出本文证明中用到的引理： 

引理 1 [5]：对于 ( )1
0, ,u v w H∈ Ω ，定义 ( ) ( ) ( ) ( )

3

, 1
, , dj

i j
i j i

v
b u v w u x x w x x

xΩ
=

∂
=

∂∑ ∫ ，若 0divu = ，则 

( ) ( ) ( ), , , , , , , 0b u v w b u w v b u v v= =  

引理 2：当 0 1q< < 且
1

qq
q

′ =
−

时，如果 ( )qf L∈ Ω ， ( )0 d
q

g x x
′

Ω
< < ∞∫ 有 
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( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1 1

d d d
q qq qf x g x x f x x g x x

′ ′

Ω Ω Ω
≥∫ ∫ ∫  

3. 定理 1 的证明 

定理 1 的证明分多步完成：在 3.1 节，我们构造问题(1)的逼近方程，并证明相应的 Galerkin 近似解

的存在性；在 3.2 节，我们推导近似解的一致性先验估计；最后，在 3.3 节讨论近似解的收敛性，并最终

证明原问题正则解的存在性结果。 

3.1. 近似解的构造 

由于问题(1)具有奇异性，故我们首先对问题正则化，设 ( )0,1γ ∈ ，记 ( ) ( )
2

2 2
p

T Du Du Duγ γ
−

= + ，考

虑如下初边值问题 
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Γ Γ Γ Γ

+ ⊗ − +∇ = + ∈Ω×


= ∈Ω×
 + ∇ −∆ = ∈Ω×
 = = ∈Ω
 = ∇ = ∇ = ∈∂Ω

 = ∇ = ∇ ∈∂Ω

                (4) 

设{ }k k
w

∈
为 Stokes 算子 A 的特征函数族， kλ 是相应的特征值且 { }1 2, , ,n nX w w w=  。设{ }k k

v
∈

为

Laplace 算子 −∆的特征函数族， kµ 是相应的特征值且 { }1 2, , ,n nY v v v=  。定义投影算子 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1,2 1,2
1,2 1,2 1,2 1,2: , , , : , ,n n

n nP W X Q W Y⋅ ⋅ ⋅Ω ⋅Ω → →  

分别如下 

( ) ( )1 1, , ,n nn n
k k k kk kP u u w Q v vϕ θ θ

= =
= =∑ ∑  

我们寻求问题(4)如下形式的解 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, , ,n nn n n n
k k k kk ku x t c t w x x t d t v xθ

= =
= =∑ ∑  

其中对 1,2, ,k n=  ，系数 ( ) ( ),n n
k kc t d t 满足 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )3, , , , , ,n n n n n
t k k k k ku w u u w T Du Dw e w f wγ θ∂ + ⋅∇ + = +               (5) 

( ) ( )( ) ( ) ( ), , , , ,n n n n
t k k k kv u v v g vθ θ θ∂ + ⋅∇ + ∇ ∇ =                      (6) 

( ) ( )0 00 , 0n n n nu P u Qθ θ= =                               (7) 

由 Carathéodory 定理可知存在 ( )0n nt t T< ≤ ，使得问题(5)-(7)在 [ )0, nt 上存在光滑解 ( ) ( ), , ,n nu x t x tθ 。

接下来，我们推导 ( ) ( ),n n
k kc t d t 关于 n 的一致性先验估计，由这些估计可知 nt T= 。 

3.2. 一致性先验估计 

3.2.1. 
[ ]

( )
2

20,
sup n

t T
u t

∈
与

[ ]
( )

2

20,
sup n

t T
t

∈
θ 的估计 

在式(6)两端乘以 ( )n
kd t 并关于 k 求和，应用引理 1、Hölder 不等式和 Young 不等式，有 
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( )2 2 22

2 22 2 2 2

1 d 1 1, ,
2 d 2 2

n n n n ng g g
t
θ θ θ θ θ+ ∇ = ≤ ≤ +  

从而由 Gronwall 不等式可得 

[ ]
( )

( )( ) ( )( )22 2

2 2 2 2
0 0, ;22 0, ;0,

sup 2 ,n n
L T LL T Lt T

t C T gθ θ θ ∞ ΩΩ∈

 + ∇ ≤ + 
 

                 (8) 

在式(5)两端乘以 ( )n
kc t 并关于 k 求和，应用引理 1，有 

( ) ( ) ( )
22 2

32 2

1 d d , , ,
2 d

p
n n n n nu Du x e u f u

t
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−

Ω
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−
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≤ + +

≤ + Ω
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∫ ∫  

并应用 Hölder 不等式、 4
4

p
p

u C Du
−

≤ 和 Young 不等式，有 

( ) ( )
2

2
2 2

32

24 42 2
4

2 2
24

2 2

2
2 2

2 2
42 2

1 d 2 d , ,
2 d

1 1
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1 1 1 2 .
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u Du x e u f u
t

u f u

u C f Du

u Du C f

θ γ

θ γ

θ γ

θ γ

−

Ω

−

−
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+ ≤ + + Ω

≤ + + Ω

≤ + + + Ω

≤ + + ⋅ + + Ω

∫

 

并对上式应用式(8)，可得 

( )( )2

2 2 2

42 2 2

2 2 2
0 40, ;22

d
d

                           .

p pn n n n
p

p

pn
L T L

p

u Du u C f
t

u t g C f

θ γ

θ γ∞

′

′

Ω

+ ≤ + + + Ω

≤ + + + + Ω
 

故利用 Gronwall 不等式可得 

[ ]
( )

( )( )

( )( )
( )

2 4

2

2 0, ;0,

2 2 22 2
0 0 0, ;2 2

0, ;

sup

1 .
2

p p

p

pn n
L T Lt T

p
p

TL T L
L T L

u t Du

u T T g CT fθ γ∞

∞
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′
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+

≤ + + + + Ω
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3.2.2. 
[ ]

( )
2

20,
sup n

t T
u t

∈
∇ 与

[ ]
( )

2

20,
sup n

t T
t

∈
∇ ≤ Γθ 的估计 

在式(5)，(6)两端分别乘以 ( ) ( ),n n
k k k kc t d tλ µ 并关于 k 求和，得 

( ) ( )( ) ( ) ( )2

2

1 d d , , , ,
2 d

n n n n n n n n n
nu T Du Du x u u u e u f u

t γ θ
Ω

∇ + ∇ ⋅∇ = ⋅∇ ∆ − ∆ − ∆∫          (10) 
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( )( ) ( )2 22

2 2

1 d , ,
2 d

n n n n n nu g
t

θ θ θ θ θ∇ + ∇ = ⋅∇ ∆ − ∆                    (11) 

对式(10)左端第二项进行整理可得 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

4 2
2 2 2 2 22 2

2
2 22

d

2 d d

1 d ,

n n

p p
n n n n n

p
n n

T Du Du x

p Du Du Du x Du Du x

p Du Du x

γ

γ γ

γ

Ω
− −

Ω Ω

−

Ω

∇ ⋅∇

= − + ∇ + + ∇

≥ − + ∇

∫

∫ ∫

∫

            (12) 

为方便起见，记 ( ) ( )
2

2 221 d
p

n nI p Du Du xγ
−

Ω
= − + ∇∫ 。 

对式(10)右端第一项进行处理，由文献[12]知 ( ) 3

3,u u u u⋅∇ ∆ ≤ ∇ ，则 

( )( )
69 123 3 23 2
43 2

4

,
p

n n n n n n pp

p

u u u u C u Du
−

−−

−

⋅∇ ∆ ≤ ∇ ≤ ∇ ∇                      (13) 

事实上，当
5 ,2
3

p  ∈  
时，因为

1 3 4 1 2 8 3
3 3 2 2 3 2 12

p p
p p
− −

= ⋅ + ⋅
− −

，从而由插值不等式及 Sobolev 嵌入定

理可得 
2 23 4 3 4

3 2 3 23 2 3 2
12 43 2 2

8 3 4

.
p p

n n n n np pp p

p p

u u u C u Du
− −

− −− −

− −

∇ ≤ ∇ ∇ ≤ ∇ ∇  

将式(12)，(13)代入式(10)并对等式右端应用 Hölder 不等式，Sobolev 嵌入得 

( ) ( )2 3

32 3

69 12
3 23 2 44 4 442

4 44

2
44 4 42 2

4 4 4

1 d , ,
2 d

,

n n n n n

p
n n n n npp

pp p pp

n n n n n

pp p p

u I u e u f u
t

C u Du u f u

C u Du C Du f Du

θ

θ

θ

−
−−

− −−

− − −

∇ + ≤ ∇ + ∆ + ∆

≤ ∇ ∇ + ∆ + ∆

≤ ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇

 

对上式左端第二项应用引理 2，右端应用 Young 不等式得 
2

2 2
2

42
4

2
2 2 22 22 442 2
4

1 d 1
2 d 2

1 ,
1 1

p
n n

t
p

p
n n p n p

t t t
pp

pI u Du
t

CCI u Du I I f
p p

θ

−

−

−
− −

−

−
∇ + ∇

≤ ∇ ∇ + ∇ +
− −

                (14) 

这里， ( )
2

1 2

n
tI u tγ= + ∇ ， 1γ γ= Ω 。 

对式(11)右端第一项应用引理 1，Hölder 不等式和 Sobolev 嵌入有 

( ) ( )
2

2

2 22

2 4 2 2

, d d

d d

d d

.

n
n n n n n n n ni

j i
j

n n n n n
j ni i i i

j
k j k j k k

n n n
j n ni i

k j k

n n n n

u u x u div x
x

u
x u x

x x x x x x

u
x u x

x x x

u C u

θ
θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ
θ

θ θ

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

∂
⋅∇ ∆ = ⋅∇ ∆ = ⋅ ⋅ ∇

∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
≤ = ∇ ⋅ ∇

∂ ∂ ∂

≤ ∇ ∇ ≤ ∇ ∇

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
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将上式代入式(11)，并应用 Hölder 不等式，Young 不等式得 
2 2 22 2

2 2 2 2

22
22 2 2

22 2
22 2 2

22
22 2

1 d d
2 d
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整理后得 
2 2 2 22 2

22 2 2 2

d
d

n n n nC u g
t

θ θ θ∇ + ∇ ≤ ∇ ∇ +                         (15) 

由假设
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并在式(14)中取 1t t= ，应用式(3)，得 
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对上式应用式(2)，有 
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由 Sobolev 嵌入有 
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再次应用式(2)，得 
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在式(15)中令 2t t= ，应用式(3)和上式，得 
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对上式应用式(2)，得 
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由 Sobolev 嵌入进而有 
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再次应用式(2)，得 

( )
2

2 2

d 0
d

n t
t

θ∇ < ，即 ( )
2

2

n tθ∇ < Γ。 

2) 情形二： 1 2t t> 。 
与 1 2t t< 的证明类似的步骤，可以证得 ( ) ( )
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对式(17)，(18)在 ( )0,T 上积分得 
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对式(23)，(24)右端应用 Hölder 不等式、Sobolev 嵌入、Young 不等式，和式(16)得 
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对式(25)，(26)两端在 ( )0,T 上积分，并应用式(3)，式(19)得 
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对所有的 0T > 和 E ⊆ Ω，应用 Hölder 不等式有 
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′∈ Ω 。 

3.3. 近似解的收敛性和存在性证明 

由式(21)，(22)，(29)，(30)可得下列收敛性 
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由式(39)的正则性知，对 [ ) ( )( )30, ;u C T Lγ ∈ Ω 有 
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定理 1 得证。 

4. 总结 

本文在三维空间中考虑一类不可压非牛顿 Boussinesq 方程组的周期初边值问题，给出了证明正则解

存在性的详细步骤，采用 Galerkin 方法构造近似解序列{ },n nu θ ，通过对近似解序列{ },n nu θ 进行一致估

计以及收敛性的证明并利用紧性方法证明其解的存在性。 
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