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摘  要 

本文依据COVID-19的传播规律建立了一类SEAICR传染病模型，计算了模型的控制再生数，证明了模型

平衡点的存在性和无病平衡点的局部稳定性，并进行了敏感性分析和数值模拟。研究结果表明：降低隐

性感染者向显性感染者的转化率，即尽早发现隐性感染者并对其进行及时的治疗，或者提高隐性感染者

比例均可以更好地控制COVID-19的传播。 
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Abstract 
According to the transmission mechanism of COVID-19, an SEAICR epidemic model is established, 
and the control reproduction number of the model is calculated. Then, the existence of the equili-
brium and the local stability of the disease-free equilibrium are proved. Furthermore, the sensi-
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tivity analysis and numerical simulations are performed. The results indicate that the transmis-
sion of COVID-19 can be better controlled by reducing the conversion rate of the asymptomatic 
infection to the symptomatic infection, that means quickly detection and timely treatment of the 
asymptomatic infection should be conducted, or increasing the proportion of the asymptomatic 
infection. 

 
Keywords 
COVID-19, Sensitivity Analysis, Control Reproduction Number, Asymptomatic Infection, Stability 

 
 

Copyright © 2023 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

新冠肺炎病毒感染(COVID-19)是由一种新型冠状病毒(novel coronavirus)感染引起的新发急性呼吸道

传染病。主要症状是发热、干咳、乏力等，少数患者伴有鼻塞、流涕、腹泻等上呼吸道和消化道症状，

重症病例多在1周后出现呼吸困难，部分重症、危重症患者病程中可表现为中低热，甚至无明显发热。轻

型患者仅表现为低热、轻微乏力等，无肺炎表现[1]。感染者在首次感染后一般5~6天出现症状，潜伏期

通常为2~14天[2]。COVID-19的传播途径主要包括直接传播、气溶胶传播和接触传播。自2019年12月发

现首例病例以来，根据国家卫生健康委员会公布的数据，截至2023年1月8日，我国共报告503,302例，死

亡5272人例。根据WHO报告，截至2023年4月25日，世界卫生组织指出全球约有763,740,140人感染，其

中确诊死亡人数达到6,908,554 [3]。 
COVID-19已在全世界212个国家和地区蔓延，给全球公共卫生健康和经济发展产生了很大的影响，

已有许多专家学者根据COVID-19的传播规律建立数学模型来研究疫情的发展趋势[4]-[19]。文献[4]根据

流行病学数据估算了COVID-19的再生数，并预测了疾病暴发的高峰期和规模。文献[5]使用最大似然估算

法估计了COVID-19的基本再生数。Tang等人在文献[6]中主要研究了隔离密切接触者的效果，建立了一

类SEIASqEqHR传染病模型，计算出了COVID-19在武汉爆发的再生数为6.47。文献[7]主要考虑了无症状

感染者与已报告和未报告的有症状感染者之间的转移对新冠肺炎传播的影响。文献[8]建立了一类

SEIDIUQHRD的仓室模型，并对俄罗斯、巴西、印度和其他国家的疫情高峰进行初步预测。Yang等人在

文献[9]中建立了一类SEIRV的新冠模型，他们主要探讨了环境宿主对其传播的影响。文献[10]主要考虑

将SEIR模型扩展到包括症状前感染病例(P)、未确定病例(A)和医院病例隔离(H)，展示了COVID-19的完整

动态，构建了一个SAPHIRE的模型，强调了疫情的两个关键特征：高隐匿性和高传播性对COVID-19
传播的影响。文献[11]主要考虑漏报和诊断延误的情况下，建立仓室模型并估计了轻、重、危重型

COVID-19患者的日床位短缺数量，强调了封锁的时间和强度对遏制COVID-19疫情传播的重要性。文

献[12]给出了一个随机离散时间传染病模型来评估COVID-19在第二波疫情中复发的风险。Ma等在文献

[13]中分析了纽约市佩戴医用口罩对COVID-19传播的影响。文献[14]研究了沙特阿拉伯COVID-19的最

优控制问题。Masandawa等在文献[15]中建立了一类SEIHR传播动力学模型，对医院感染COVID-19进
行了深入研究。 

我国在COVID-19流行期间一直对确诊患者进行严格的隔离治疗，从而切断了他们继续传播的路径，

因此有必要把确诊患者作为独立的仓室[20]。在COVID-19流行期间出现了大量的隐性感染者[6] [7] [8]，
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他们在病程中不显现症状极大地促进了COVID-19的传播，并且有部分的隐性感染者在病程中转化为显性

感染者，但目前很少有文献考虑隐性感染者能够部分转化为显性感染者，所以有必要考虑隐性染病者向

显性染病者的转化率对疫情防控的影响，从而能够更准确地描述COVID-19的传播规律和最终规模，以便

达到更好的控制效果。 

2. 模型建立 

我们将总人口 N 分为六个不同的仓室：易感者(S)，潜伏期感染者(E)，隐性感染者(A)，显性感染者

(I)，确诊患者(C)和康复者(R)。COVID-19 的传播流程图如下(图 1)： 
 

 
Figure 1. The flow chart of the SEAICR model  
图 1. SEAICR 模型流程图 

 
对应的传播动力学模型为： 
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t 时刻总人数 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )N t S t E t A t I t C t R t= + + + + + 。把系统(1)的各方程相加，得 
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且Ω是系统(1)的正向不变集。 
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3. 模型的稳定性分析 

令系统(1)的方程右端为 0，即： 
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当 0E A I= = = 时，可解得系统(1)存在无病平衡点 ( )0
0 ,0,0,0,0,0P S= ，其中 0S

µ
Λ

= 。 

为了研究方便，定义 h、f、g 分别为： h µ α= + 、 1f θ µ γ ς= + + + 、 1g dµ γ ζ= + + + 。由 
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可求出模型(1)的控制再生数为： 

( ) ( )0 01 0 0 1I IE A
C

S p f S pS S pR FV
h hf hfg

β α β αθβ β αρ − − +
= = + +  

其生物意义为：第一项表示在单位时间内，一个潜伏期感染者在全部是易感者的人群中能感染 0E Sβ 个易 

感者，而潜伏期染是
1
h
；第二项表示一个潜伏期感染者以

p
h
α

的比例进入了隐性感染者仓室，在单位时

间内能导致 0ASβ 个新增染病者，隐性染病期为
1
f
；第三项表示一个潜伏期感染者以

( )1 p
h

α−
的比例进入

了显性感染者仓室，一个隐性感染者以
p
hf
αθ

的比例进入了显性感染者仓室，他们在单位时间内均能导致

0I Sβ 个新增染病者，显性染病期为
1
g
。因而，控制再生数为单个的潜伏期、隐性和显性感染者在各自染 

病期内引发的新增染病者之和。 
定理 1 当 1CR > 时，系统(1)存在唯一的正平衡点 P∗ 。 
证明：当 0I ≠ 时，由方程(2)可得如下表达式： 

由(2)的第一个方程可得
E A I

S
E A Iβ β β µ

∗
∗ ∗ ∗

Λ
=

+ + +
， 

将(2)的前两个方程相加可得
SE

h h
µ ∗

∗ Λ
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11
c

E
h R

∗  Λ
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， 
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同理可得：
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。 

因此，当 1CR > 时，系统(1)存在唯一的正平衡点 P∗ ，当 1CR ≤ 时，系统无正平衡点。证毕。 
由于实施了严格的防控和治疗措施，我们可以假设隔离仓室 C 和恢复者仓室 R 不会感染易感者，故

只需讨论系统(1)如下的子系统(3)： 
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定理 2 当 1CR < 时，系统(3)的无病平衡点 ( )0
0 ,0,0,0P S= 是局部渐近稳定的。 

证明：模型(3)的线性化系统在 0P 处的雅克比矩阵为： 
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当 1cR < 时， 1 0A > ， 3 0A > ， 1 2 3 0A A A− > 。由 Routh-Hurwitz 判别法可知，方程(4)的根均具有负实

部，因此雅克比矩阵 ( )0PJ 的所有特征根均具有负实部，无病平衡点 0P 是局部渐近稳定的。 
敏感性分析对确定影响疾病传播的主要因素有着重要的作用，变量 m 关于 n 的敏感性指数定义[23]

为： 
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∂
 

我们将对 cR 的一些参数进行敏感性分析，根据敏感性指数的计算公式可得： 
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由上述计算结果，我们发现 cR 随着传染力系数 Eβ 、 Aβ 、 Iβ 的增加而增加，但无法直接通过计算来

判断 p、θ的敏感性，当我们取表 1 的数值时，用 MATLAB 计算敏感性指数，结果见表 2： 
 

Table 1. Parameters description of the SEAICR Model 
表 1. SEAICR 模型中的参数说明 

参数 生物意义 参数值 来源 

Eβ  潜伏期感染者的传染力系数 3.11 × 10−8/天 [21] 

Aβ  隐形染病者的传染力系数 1.1 × 10−8/天 [20] 

Iβ  显性染病者的传染力系数 1.62 × 10−8/天 [20] 

α  潜伏期 0.1923/天 [16] 

p  隐性染病者的比例 0.2 参数估计 

d  因病死亡率 1.7826 × 10−5/天 [6] 

1γ  隐性和显性传染病的恢复率 0.4/天 [5] 

2γ  确诊患者的恢复率 0.07143/天 [22] 
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Continued 

ζ  染病者的确诊率 0.2/天 [5] 

θ  隐性染病者向显性染病者的转化率 0.3/天 参数估计 

Λ  出生率 333.5/天 参数估计 

µ  自然死亡率 3.01 × 10−5/天 [9] 

 
Table 2. The sensitivity index c

j

R
ςΥ  of cR  

表 2. cR 的敏感性指数 c
j

R
ςΥ  

参数 jς  cR 的敏感性指数 c
j

R
ςΥ  

Eβ  0.8622 

Aβ  0.0130 

Iβ  0.1247 

p  −0.0192 

θ  0.0096 

 

由此可见 cR 随着隐性感染者的比例 p 的增加而减少，随着隐性染病者向显性染病者的转化率θ 的增

加而增加，并且对潜伏期感染者的传染力系数 Eβ 变化最为敏感。 

4. 数值模拟 

依据我国卫生健康委员会公布的数据，我们选取如下的初值，取值见表 3。 
 

Table 3. The initial values of the parameters 
表 3. 参数初值 

参数 生物意义 取值 来源 

0S  
易感者的初值 11,081,000 [24] 

0E  
潜伏期感染者的初值 399 [25] 

0A  
隐性感染者的初值 54 参数估计 

0I  
显性感染者的初值 28 [21] 

0C  
确诊感染者的初值 41 [25] 

0R  
恢复者的初值 12 [25] 

 
图 2 表示当参数取表 2 和表 3 的值时，潜伏期患者 ( )E t 、隐性感染者 ( )A t 、显性感染者 ( )I t 、确诊

感染者 ( )C t 、恢复者人数 ( )R t 随时间的变化图。我们构建的 COVID-19 的传染病模型主要研究部分隐性

感染者会转化成显性感染者，没有考虑对密切接触者采取隔离措施的影响，从图 2(d)可以看出确诊人数

最终会达到五十七万人，而我国实际确诊人数为五十万人，所以对密切接触者采取隔离措施对控制新冠

疫情有非常重要的作用。 
由图 3 可知 cR 会随着θ 的增大而增大，因此可以降低隐性感染者向显性感染者的转化率，即通过对

隐性感染者进行干预治疗阻止其向显性感染者转化将会更好地控制疾病。 
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Figure 2. The time series diagrams of ( )E t , ( )A t , ( )I t , ( )C t , ( )R t , respectively 

图 2. ( )E t , ( )A t , ( )I t , ( )C t , ( )R t 的时间序列图 

 

 
Figure 3. The relationship between cR  and θ  
图 3. 控制再生数 cR 与θ 的关系图 

 
图 4 表明固定其他参数值，当 p 从 0.1 变化到 0.8 时，即隐性感染者比例越确诊感染者越少，并且随

p 的增大会推迟疾病到达峰值的时间。 
从图 5 可以看出当 θ 从 0 变化到 0.7 而其他参数值保持不变时，即随着隐性感染者向显性感染者的

https://doi.org/10.12677/aam.2023.125248


郭德玉 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.125248 2465 应用数学进展 
 

转化率增大，确诊感染者人数也会增多，并且到达峰值的时间会提前，因此应该减小隐性感染者向显性

感染者的转化率，即尽早发现隐性感染者并对其进行治疗以防止其转为显性感染者。 
 

 
Figure 4. The time series diagram of confirmed infection with dif-
ferent percentage of asymptomatic infection p 
图 4. 确诊感染者随隐性感染者所占比例 p 变化时间序列图 

 

 
Figure 5. The relationship between the confirmed infection and θ 
图 5. 确诊感染者随 θ变化时间序列图 

5. 结论 

我们根据 COVID-19 的传播特点，考虑了部分隐性染病者能够转化成显性染病者，构建了一类

COVID-19 传染病动力学模型，并对模型的无病平衡点的局部稳定性进行了分析，确定了传染病是否流

行的阈值。证明了当控制再生数 1CR > 时，系统(1)存在唯一的地方病平衡点；当控制再生数 1CR < 时，系

统(1)的无病平衡点是局部渐近稳定的。并对控制再生数进行了敏感性分析，计算结果表明隐性感染者传
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染率系数对控制再生数最敏感。最后利用我国疫情数据进行了数值模拟，研究结果表明：如果忽略隔离

措施，最终确诊人数会达到五十七万人，比实际确诊人数五十万超出 14%，因此隔离措施对疫情的防控

至关重要。控制再生数 cR 是隐性感染者向显性感染者的转化率θ 的增函数，并且随着隐性感染者向显性

感染者的转化率θ 的降低确诊人数 ( )C t 也随之减少，因此尽早发现隐性感染者并对其进行及时的治疗能

更好地控制 COVID-19 的传播；此外，隐性感染者所占的比例越高，确诊感染者将会越少，并且会推迟

疾病到达峰值的时间。因此，提高隐性感染者比例 p 有利于 COVID-19 疫情的防控。 
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