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摘  要 

正态分布是概率论与数理统计中最重要的一个分布，而且有关正态分布的积分计算是比较常见的运算。

本文主要利用不定积分公式和含参变量积分的方法，推导了若干有关正态分布的广义积分公式，并应用

这些公式解决一些计算难度较大的问题。 
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Abstract 
Normal distribution is the most important distribution in probability theory and mathematical 
statistics, and the integral calculation of the normal distribution is a relatively common operation. 
This paper mainly uses the indefinite integral formula and the integral method with parametric 
variables to derive some generalized integral formulas about normal distribution, and applies 
these formulas to solve some difficult calculation problems. 
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1. 引言 
在概率分布中，正态分布是最重要的分布，也是应用最广泛的分布。有关正态分布的计算问题和若

干性质，对概率论与数理统计的理论研究和实际应用有着重要意义。由于正态分布的概率密度含有

2

2e
x−

， 

因此其分布函数并不是一个初等函数，所以，有关正态分布的计算并不能直接应用常规积分方法求解， 

而是利用已有的有关

2

2e
x−

的广义积分的结果，利用标准化方法化为标准正态分布方法求解。在求解有关 

正态分布的数字特征以及一些性质时，通过拼凑正态分布密度函数的归一化方法和已有的相关性质得以

解决。在常用的概率论与数理统计教材和教学参考书中，对于标准正态分布的概率密度函数 ( )xφ 和分布

函数 ( )xΦ 的性质和有关的计算都有详细的讨论[1] [2]。也有学者从更具体的问题探讨正态分布的有关计

算与性质，见文献[3]和文献[4]等。另一方面，利用正态分布可以在拓广计算广义积分的计算方法，如文

献[5]和文献[6]分别讨论了利用正态分布求解若干类型广义积分问题。 
事实上，探究广义积分的方法与正态分布的有关计算有着密切联系。本文受文献[7]的启发，利用对

含参变量积分广义积分采用积分号下求导方法，进一步讨论了对于标准正态分布的概率密度函数 ( )xφ 及

其分布函数 ( )xΦ 的有关的积分问题，总结和归纳了若干有关正态分布的广义积分公式，并对其进行推导，

也举例说明了这些公式在概率论与数理统计中的一些应用，使解决问题更容易，避免了在积分过程中一

些繁琐复杂的计算。 

2. 积分公式与证明 

引理 2.1 设随机变量 X 服从标准正态分布 ( )0,1N ，其密度函数和分布函数分别为 ( ) ( ),x xφ Φ ， ,a b为

常数且 0b > ，令 2 1t b= + ，则 

(i) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d 1x a bx x t a t tx ab t Cφ φ φ+ = Φ + +∫ ； 

(ii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d 2πx x bx x b t tx x bx Cφ φΦ = Φ − Φ +∫ ， 

其中，C 为任意常数。 
证(i) 对式(i)左边求导， 

( ) ( )( ) ( ) ( )dx a bx x x a bxφ φ φ φ′+ = +∫ ， 

对式(i)右边求导， 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

2 2

2

22

/
2 2

2 2

1

1 1 1e e
2π 2π

1 1e e
2π 2π

.

a tx ab t
t

a bxx

t a t tx ab t C

t
t

x a bx

φ

φ φ

+− −

+
− −

′ Φ + + 

=

=

= +

 

故式(i)得证。 
证(ii) 对式(ii)左边求导， 
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( ) ( )( ) ( ) ( )x x bx x x bxφ φ′Φ = Φ∫ . 

对式(ii)右边求导， 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

1 1

2 2

2π

1 1e e
2π 2π 2π

e e
2π 2π

.

t x b x

b x b x

b t tx x bx C

b t x x bx x b
t

b bx x bx

x x bx

φ

φ φ

φ

φ

− −

+ +
− −

′Φ − Φ +

 
 = − − Φ +
  

= + Φ −

= Φ

 

故式(ii)得证。 
命题 2.2 设随机变量 X 服从标准正态分布 ( )0,1N ，其密度函数和分布函数分别为 ( ) ( ),x xφ Φ ，b 为

常数且 0b > ，令 2 1t b= + ，则 
(i) ( ) ( ) ( )d 2πx x bx x b tφ

+∞

−∞
Φ =∫ ； 

(ii) ( ) ( ) ( )[ ]
0

d 1 2 2π 1x x bx x b tφ
+∞

Φ = +∫ 。 

证(i)由引理 2.1 中式(ii)， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d 2π 2π .x x bx x b t tx x bx b tφ φ
+∞+∞

−∞ −∞

 Φ = Φ − Φ = ∫  

证(ii)由引理 2.1 中式(ii) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

0 0
d 2π

2π 2 2π 1 2 2π

1 2 2π 1 .

x x bx x b t tx x bx

b t b t

b t

φ φ
+∞+∞  Φ = Φ − Φ 

= − −

= +

∫
　  

命题 2.3 设随机变量 X 服从标准正态分布 ( )0,1N ，其密度函数和分布函数分别为 ( )xφ 和 ( )xΦ ，a，
b 为常数，且 0b > ，令 2 1t b= + ，则 

(i) ( ) ( ) ( )dx a bx x a tφ
+∞

−∞
Φ + = Φ∫ ，其中，b 为已知常数；

 
(ii) ( ) ( ) ( )

0
d 1 2π arctan 1 4x bx x bφ

+∞
Φ = +∫ 。 

证(i)令 ( ) ( ) ( )dI a x a bx xφ
+∞

−∞
= Φ +∫ ， 

上式满足积分号下对 a 求导的条件[3]，因此有 

( ) ( ) ( )dI a x a bx xφ φ
+∞

−∞
′ = +∫ . 

由引理 2.1 中式(i)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ,I a t a t tx ab t t a tφ φ
+∞

−∞
′ = Φ + =    

则 

( ) ( ) ( ) ( )1 d .I a t a t a a t Cφ= = Φ +∫  

令 a →+∞得 0C = ，故 ( ) ( )I a a t= Φ 。 
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故式(i)得证。 
证(ii) 

( ) ( ) ( )
0

dI b x bx xφ
+∞

= Φ∫ ， 

上式满足积分号下对 b 求导的条件[3]，因此有 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

2 2 2

2 2

2 2

0

2 2
0

1

2
0

1

2
2

0

2

d

1 1e e d
2π 2π

1 e d
2π

1 1 e
2π 1

1 ,
2π 1

x b x

b x

b x

I b x bx x x

x x

x x

b

b

φ φ
+∞

− −+∞

+
−+∞

+∞
+

−

′ =

=

=

 
−  =

 +
  

=
+

∫

∫

∫

 
( ) ( )2

d 1 arctan .
2π2π 1

bI b b C
b

= = +
+∫

 

令 0b = ，得 1 4C = ，故 ( ) ( )1 2π arctan 1 4I b b= + 。 
故式(ii)得证。 
命题 2.4 设随机变量 X 服从标准正态分布 ( )0,1N ，其密度函数和分布函数分别为 ( ) ( ),x xφ Φ ，b 为

常数且 0b > ，则 

(i) ( ) ( ) 2 2d 1 πarctan 1 2x bx x bφ
+∞

−∞
Φ = +  ∫ ； 

(ii) ( ) ( ) ( )2 2
0

d 1 2π arctan arctan 1 2x bx x b bφ
+∞  Φ = + +     ∫ 。 

证(i)令 ( ) ( ) ( ) 2
dI b x bx xφ

+∞

−∞
= Φ  ∫ ， 

上式满足积分号下对 b 求导的条件[3]，因此有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

2

2

2 22

2 2

2

2

2

1

2 2

2 1

2
2

2 2

2 d

12 e d d
2π

12 e d d
2π

1 12 e e d d
2π2π

1 1 1 e d
π 1 2π
1 1
π 1 2 1

y
bx

y

y
b

b xy

y
b

b y

b

I b x bx bx x x

x bx x y x

x x bx x y

x x y

y
b

b
b b

φ φ

φ φ

φ φ

+∞

−∞

−+∞

−∞ −∞

−+∞ +∞

−∞

+
− −+∞ +∞

−∞

+
−+∞

−∞

′  = Φ 

 
 =
 
 

=

 
 =   
 

=
+

=
+ +

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

，
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对上述 b 求积分 

( )

( ) ( )
2 2

2
2

2

1 1d d
π 1 2 1
1 1              d 2 1
π 2 1 1

              1 πarctan 1 2 .

bI b b b
b b

b
b

b C

′ =
+ +

= +
+ +

= + +

∫ ∫

∫  

令 0b = ，得 0C = ，故 ( ) 21 πarctan 1 2I b b= + ，
 

故式(i)得证。 

证(ii)令 ( ) ( ) ( ) 2

0
dI b x bx xφ

+∞
= Φ  ∫ ， 

上式满足积分号下对 b 求导的条件[3]，因此有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2

2 2

2

2 2

0

2
0

0
2 2

0 0 0

2
0 0

1

2
20 2

2 d

12 e d d
2π

1 12 e d d 2 e d d
2π 2π

1d 2 e d d
2π

1 1 1 1e d
2π 2 π 1 2 1

y
bx

y y
bx

y

y
b

b x

I b x bx bx x x

x bx x y x

x bx x y x x bx x y x

x bx x x x bx x x y

bx x
b b

φ φ

φ φ

φ φ φ φ

φ φ φ φ

+∞

−+∞

−∞

− −+∞ +∞

−∞

−+∞ +∞ +∞

+
−+∞

′ = Φ  

 
 =
 
 

= +

= +

 
= +  + +

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

( ) ( )2 2 2

1 1
2π 1 2π 1 2 1

b
b b b




 
 = +
 + + + 

，

 

对上述 b 求积分 

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2

2

1 1 1d d
2π 1 1 2 1

1 2π arctan arctan 1 2 + .

bI b b b
b b b

b b C

 
 ′ = +
 + + + 
 = + +  

∫ ∫

 

令 0b = ，得 0C = ，故 ( ) ( ) 21 2π arctan arctan 1 2I b b b = + +  
。

 
故式(ii)得证。 

3. 在概率统计中的应用 

在概率统计中，经常会遇到有关正态分布的计算问题。有些计算问题十分棘手，应用本文第 2 节给

出的公式，相对比较简单，下面给出计算例子。 

例 3.1 [4]若 ( )( )1 22~ 1X χ ，则 ( ) 3 4E XΦ =   。 

证 X 的密度函数为 ( ) { }
2

22e 0
π

x

f x I x
−

= > ，因此有 
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( ) ( )

( ) ( )

2

2
0

0

2e d
π

2 d ,

x

E X X x

X x xφ

−+∞

+∞

 Φ = Φ 

= Φ

∫

∫
 

由命题 2.3 中式(ii)，当 1b = 时，得 
例 3.2 [4]若 ( )~ 0,1X N ，则相关系数 ( )( ), 3 πX Xρ Φ = 。 

证由于 ( )~ 0,1X N ，因此 ( ) ( )~ 0,1Y X R= Φ ，所以有 ( )( )Var 1 12XΦ = 。 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )

, Cov , Var Var

1 1 12

                    2 3

                    2 3 d ,

X X X X X X

E X X E X E X

E X X

x x x x

ρ

φ
+∞

−∞

Φ = Φ Φ

 = Φ − Φ ⋅ 

= Φ  

= Φ∫

　        　
 

由命题 2.2 中式(i)，得 

( ) ( )d 1 2 πx x x xφ
+∞

−∞
Φ =∫ ， 

从而 ( )( ), 3 πX Xρ Φ = 。 
例 3.3 [4]设总体 ( )~ ,1X N µ ， 1, , nX X 为 X 的样本，其样本均值 1

1
n

iiX n X−
=

= ∑ ， ( )XΦ 为标准正

态分布的分布函数，求 m，使 ( ) ( )E mX µ Φ = Φ  。 

证由于 ( )~ ,1X N nµ ，故 ( )2~ ,mX N m m nµ 。 

由命题 2.3 中式(i)，得 

( ) ( )21E mX m m nµ Φ = Φ +  ， 

令其等于 ( )µΦ ，则需 21 1m m n+ = ，由此解得 ( )1m n n= − ， 

即当 ( )1m n n= − 时， ( ) ( )E mX µ Φ = Φ  。 

4. 结论 

在文中的第 2 部分有关正态分布的不定积分的公式证明中，主要是通过利用不定积分的方法和构造

含参变量的积分方法达到求解目的。事实上，构造二重积分并用积分换序的方法也是常用的方法之一。

但是，对于某些问题，如命题 4 的证明会有一定的难度。应用含参变量积分方法求解相对比较容易，也

为求解正态分布有关的积分计算问题提供了一种新的解题思路。由此可见，含参变量积分方法可以作为

一个工具，可以解决很多概率论与数理统计中的相关问题。含参变量积分方法是数学分析课程中技巧较

高的内容，可以看成是在概率论与数理统计中的应用和延伸，值得在教学中加以重视和推广。 
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