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摘  要 

本文主要研究了带有非负有界密度的二维不可压缩磁流体力学(MHD)方程组的全局适定性问题。对于初

始密度没有正则性或者没有正下界或者没有兼容性条件时，我们通过使用一个全新的先验估计建立了不

可压缩磁流体力学(MHD)方程组的全局解。本文结果推广了二维Navier-Stokes方程组在周期区域上的全

局适定性结果。 
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Abstract 
This paper focuses on the global well-posedness for the 2D incompressible Magnetohydrodynam-
ics (MHD) equations with only bounded nonnegative density. We establish the global solutions by 
using a new a prior estimate without regularity or positive lower bound for the initial density, or 
compatibility conditions. This result generalizes previous result for the 2D Navier-Stokes equa-
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1. 引言与主要结果 

磁流体力学(MHD)研究了导电流体的动力学和导电流体与磁场的宏观相互作用理论。在本文中，我

们关注的不可压缩 MHD 方程组如下： 

( )
( ) ( )

0,
,

,
0.

t

t

t

div v
u div u u P u b b

b u b b b u
divu divb

ρ ρ
ρ ρ µ

α υ

∂ + =
∂ + ⊗ +∇ = ∆ + ⋅∇


+ ⋅∇ = ∆ + ⋅∇
 = =

                         (1) 

其中 ( ) ( ), ,t x R+∈ Ω ，未知量 ( ) ( ) ( ), , , , ,t x u u t x b b t xρ ρ= = = 以及 ( ),P P t x= 分别表示流体密度，流体速

度，磁场，流体压力。初始值满足任意常数。常数 0µ > 为粘度系数，常数 0υ > 为电阻率系数，与电导

率常数成反比，作为磁场的磁扩散系数。为了简便，在本文中假定粘度系数 µ和磁扩散系数υ 均为 1。
假设流体区域Ω既可以是环面 T2，或者是在 R2 中的一个连续有界区域。 

对于方程组(1)，通过计算可推出同时满足以下三个变换： 

( )2 2 2 21 d d d d d 0,
2 d

u x b x u x b x
t

ρ
Ω Ω Ω Ω

+ + ∇ + ∇ =∫ ∫ ∫ ∫                     (2) 

( ) ( )0 0, d d ,u t x x u x xρ ρ
Ω Ω

=∫ ∫                                (3) 

( ) ( )0, d d .t x x x xρ ρ
Ω Ω

=∫ ∫                                 (4) 

通过这个变换， 0ρ 的任何 Lebesgue 范数都得以保持，且有 

( ) ( ) ( ) ( )0 0inf , inf , , sup , sup , .
x x x x

t x t x t x t xρ ρ ρ ρ
∈Ω ∈Ω ∈Ω ∈Ω

= =                      (5) 

磁流体力学研究了导电流体的动力学以及导电流体与磁场的宏观相互作用的理论。由于流体的动态

运动和磁场的相互作用，流体动力和电动力效应是耦合的。此外，由于流体和磁场的相似性，使得 MHD
方程组的研究与著名的 Navier-Stokes 方程组的研究一样非常重要。当 0b = 时，即为 Navier-Stokes 方程

组，可参考文献[1] [2]。然而，由于流体运动与磁场之间的强耦合和相互作用，因此研究 MHD 系统的适

性和动力学行为问题则显得相当复杂。 
关于不可压缩 MHD 方程组有很多结果。例如，在文献[3]中，Huang 和 Wang 在相容性条件下证明

了带真空的二维 MHD 方程组强解的全局存在性。Chen，Li 和 Zhao 在文献[4]中研究了初始密度允许非

真空和真空情况下强解的全局适性。Lü，Xu 和 Zhong 在文献[5]中考虑了在无穷远处初始密度与初始磁

场衰减不太慢的情形下，获得了二维柯西问题的强解的全局存在唯一性。Qiu 在文献[6]中得到了在适当
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条件下，三维有界或无界域中非齐次不可压缩 MHD 方程组的大解。在参考文献[7]中，Fan 和 Zhou 证明

了密度有依赖的不可压缩 MHD 方程组在三维有界域内的局部强解的一致估计。最近，Chen，Su，Zang
在参考文献[8]中研究了在初始密度与磁场在无穷远处衰减不是太慢情形下，得到了二维不可压缩 MHD
方程组在 R2 中的唯一局部强解。Kim 在参考文献[9]中考虑了 Vishik 空间中三维非均匀不可压缩 MHD 方

程组的条件正则性，并利用梯度速度矢量项给出了弱解的正则性标准。在我们的论文中，我们研究不可

压缩 MHD 方程组(1)在狄利克雷边界条件下的全局适性，最主要的问题是获得先验估计，这是证明在密

度远离真空或没有正的下界一以及兼容性条件的情形下，得到解的存在性和唯一性的关键因素。 
现在，我们给出本文主要的结果，并概述我们用来实现这些结果的技术步骤。在二维的情况下，我

们的主要结果可以表述如下： 
定理 1.1 设 Ω是二维周期环 T2。假设初始值 ( )0 0 0, ,u bρ 满足任意常数 * 0ρ > ， 

( )

*
0 0

1
0 0 0 0

0 , : d 0,

0, , .

M x

divu divb u b H

ρ ρ ρ
Ω

 ≤ ≤ = >


= = ∈ Ω

∫                             (6) 

则对于满足上述条件的初始值的方程组(1)，存在一个唯一整体解 ( ), , ,u b Pρ ∇ 满足下列正则性： 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1
0

2 2 2 2 2

2 2 2

; , ; , 1 ,

1, ; , , 0, ; , , , 0,
2

, ; , , , , , ; ,

, , 0, ; 0, ; , 0,

1 2, 1 .

p

p

t t

r m

L R L C R L p

u b L R H u b H T L p T

u b C R L u b u b P L R L

tP tu tb L T L L R T L T

r m

η

ρ ρ

η

ρ ρ

∞ + ∞ +

∞ +

+ +

∞

 ∈ Ω ∈ Ω < < ∞

 ∈ Ω ∈ Ω < >

 ∈ Ω ∇ ∇ ∇ ∈ Ω

∇ ∇ ∇ ∈ Ω ∩ Ω >
 ≤ < ≤ < ∞

            (7) 

注 1.1 本文与文献[5]进行对比，得到了一个新的结果，知道初始密度具有正则性，且 u 的 L2 范数不

能被控制。然而，在本文中我们克服了 T2 中的困难，而不需要对初始密度有更多的正则性。 
本文的其余部分组织如下。在第 2 节中，我们将介绍一些基本的事实和不等式。在第 3 节中，我们

集中讨论了不可压缩 MHD 方程组(1)的存在性证明。在第 4 节中，我们提出了唯一性问题，但为了简单

起见，我们省略了证明。 

2. 先验估计 

2.1. 符号  

我们首先解释本文中使用的符号和规定。对于正整数 k 和正数 [ ]1,q∈ ∞ ， qL 和 ,k qW 分别表示标准的

Lebesgue 和 Sobolev 空间，记为 

( )
,2, .q

k k
q Lf f H W

Ω
= =  

2.2. 引理  

在本小节中，我们将回顾一些已知的事实和基本不等式，这些事实将在以后经常使用。我们从以下

著名的 Gagliardo-Nirenberg 不等式开始，它将在后面反复使用，可参考文献[10]。 
引理 2.1 对于 [ ) ( )2, , 1,p q∈ ∞ ∈ ∞ 和 ( )2,r∈ ∞ ，存在一些常数 0C > 依赖于 , ,p q r 使得对 

( ) ( ) ( )1 2 2 1, 2, q rf H R g L R W R∈ ∈  ，有 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( )
( )( )

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

,p

q r

p p
L R L R L R

q r r q r r r q r
C R L R L R

f C f f

g C g g

−

− + − + −

≤ ∇

≤ ∇
                         (8) 

记 ( ) ( )1 2 2, BMOH R R 代表一般的 Hardy 于 BMO 空间，更多的详细可参考文献[11]。以下引理在下 

一节中发挥关键性作用。这里需要特别注意，以下内容(10)与(11)在中 T2 仍然成立。更准确地说，我们

有 
引理 2.2 [5] 1) 对于 ( )2 2u L R∈ 和 ( )2 2v L R∈ ，存在常数 0C > 使得 

( ) ( ) ( )1 2 2 2 2 2 ,H R L R L Ru v C u v⋅ ≤                               (9) 

满足 0divu = ， 0v∇× = 在 ( )2D R′ 中。 

2) 存在常数 0C > 使得 

( ) ( ) ( )2 2 2
2

BMO ,R L Ru C u u H R≤ ∇ ∈                             (10) 

为了证明定理 1.1 的存在性，我们需要给出以下的引理，它在先验估计中起着关键作用。 
引理 2.3 [12] [13] 存在常数 C 和 *ρ 使得对所有的 ( )1 2u H T∈ 和 *0 ρ ρ≤ ≤ ，可得 

( ) 2

2

2 21 *1
0 04 2 2 22

2 222 2

2

d
d log T

T

u xM u
u x C u u e C u

M Mu

ρρ ρ
ρ ρ ρ

ρ

 
− ∇ ≤ ∇ + + + 

 
 

∫
∫       (11) 

其中 0dM xρ
Ω

= ∫ 。 

3. 定理 1.1 存在性的证明 

在本节中，我们将讨论方程组(1)的光滑解的先验估计证明。这些估计最终将使我们能够得到任何满

足条件(6)的定理 1.1 的存在性。 

3.1. Sobolev 正则性的持久性  

首先，我们需要应用材料导数 tu u u u≅ + ⋅∇ 去获得下列的先验估计。 
命题 3.1 设 ( ), ,u bρ 是方程组(1)在 [ ) 20,T T× 上的光滑解。存在常数 0C > ，仅依赖于 

*
0 0 0 0 02 2 22

, , , ,u b u bρ ρ∇ ∇ ，使得对任意 [ )0,t T∈ ，有 

[ )
( ) ( )2 2 22 2 22 2

2 2 22 220, 0

sup d ,
t

t T
u b u u b P Cρ τ

∈
∇ + ∇ + + ∇ + ∇ + ∇ ≤∫                 (12) 

其中 tu u u u≅ + ⋅∇ 。 

证明 对方程组(1)1，(1)2 应用能量估计，我们得到 

[ )
( ) ( ) ( )2 22 2 2 2

0 0 02 2 2 22 20, 0

sup 2 d 2 .
T

t T
u b u b t u bρ ρ

∈
+ + ∇ + ∇ ≤ +∫                 (13) 

对方程组(1)2 两边同乘 tu u u u≅ + ⋅∇ 并且在 T2 上积分可得 

2
2 2 2

2

1 2 3

d d d d

.

T
T T T

u x u u x P u x b b u x

I I I

ρ = ∆ ⋅ − ∇ ⋅ + ⋅∇ ⋅

= + +

∫ ∫ ∫ ∫   

                      (14) 
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应用引理 2.1 以及分部积分可得 

( )

( )
2

2 2

1

2

2 3

2 3

2 2 2
2 2 2

d

1 d d d
2 d

1 d
2 d
1 d .
2 d

t
T

j k j
i i k

T T

I u u u u x

u x u u u x
t

u C u
t

u C u u
t

= ∆ ⋅ + ⋅∇

= − ∇ − ∂ ∂ ∂

≤ − ∇ + ∇

≤ − ∇ + ∇ ∇

∫

∫ ∫
                        (15) 

对于 2I ，利用引理 2.2 以及分部积分得 

( )
2

2

1

2

BMO H

2

2 2

d

d

,

t
T

i j
j i

T

i j
j i

I P u u u x

P u u x

C P u u

C P u

= − ∇ + ⋅∇

= ∂ ∂

≤ ∂ ∂

≤ ∇ ∇

∫

∫
                              (16) 

在最后一个不等式中，利用了 ( ) ( )0, 0j
j jdiv u divu u∂ = ∂ = ∇× ∇ = 。 

应用方程组(1)3，(1)4，结合引理 2.1 与分部积分，我们推出 

( )2
2

2 2 2

2 2

3 d d

d d d d
d

d d

t T
T

t t
T T T

i j k k i j k k
i j i j

T T

I b b u x b b u u x

b u b x b u b x b u b x
t

b u u b x b u u b x

= ⋅∇ ⋅ + ⋅∇ ⋅ ⋅∇

= − ⋅∇ ⋅ + ⋅∇ ⋅ + ⋅∇ ⋅

− ∂ ∂ − ∂ ∂

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

( )

( )
2 2

2 2

2 2

2

2 2 4 22 2
2 2 22 2

d d d
d

d d

d d

d 1d
d 2

T T

i j k k
i j

T T

j i k k i k j k
j i i j

T T

T

b u b x b u b b u u b x
t

b u b u b b u x b u u b x

u b u b x b u u b x

b u b x b C b b C u u
t

= − ⋅∇ ⋅ + ∆ − ⋅∇ + ⋅∇ ⋅∇ ⋅

+ ⋅∇ ∆ − ⋅∇ + ⋅∇ − ∂ ∂

+ ∂ ∂ + ∂ ∂

≤ − ⋅∇ ⋅ + ∇ + ∇ + ∇ ∇

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

                  (17) 

应用方程组(1)3，(1)4，结合引理 2.1 与分部积分，我们得到因此，将(15)~(17)代入到(14)可 

( )
2

22
2 2

2 2 4 22
2 2 2 2 22

d 1 d
d 2

1 .
4

T

u b u b x u
t

b C b b C u P u

ρ
 

∇ + ⋅∇ ⋅ +  
 

≤ ∆ + ∇ + ∇ + ∇ ∇

∫ 

                      (18) 

对方程组(1)3 两边同乘 b∆ 并且在 T2 上积分，结合引理 2.1 可得 
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( )

2 2

2

2 2 2
2 2

24
2 33

3 2 3 6 22

2 2 4 22
2 2 22

1 d d d
2 d

11 ,
4

T T

b b C u b x C u b b x
t

C u b b C u b b

C u u C b b b

∇ + ∆ ≤ ∇ ∇ + ∇ ∆

≤ ∇ ∇ ∇ + ∇ ∆

≤ ∇ ∇ + + ∇ + ∆

∫ ∫

                (19) 

在这里利用了下列等式

 

2 2

2 2

2

2d d

d d

d .

i j j
i k

T T

i j j i j j
k i k k i k

T T

i j j
k i k

T

u b b x u b b x

u b b x u b b x

u b b x

− ⋅∇ ⋅∆ = − ⋅∂ ∂

= ∂ ⋅∂ ∂ + ⋅∂ ∂ ∂

= ∂ ⋅∂ ∂

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

现在把(19)加到(18)式中，可知 

( ) ( )
( )

2

2 22 2 2
2 2 22

4 2* 2
2 2 22

24 42
2 2 22

d d
d

1
4
1 .
4

T

u b b u b x u b
t

b C u P u

b u P C u

ρ

ρ

ε

 
∇ + ∇ + ⋅∇ ⋅ + + ∇  

 

≤ ∆ + ∇ + ∇ ∇

≤ ∆ + ∇ + ∇ + ∇

∫ 

                     (20) 

为了估计上述不等式中的第二项，需要利用方程(1)2 两边各自乘上 ,u P∆ ∇ ，并且在 T2 上积分，最后

利用 Sobolev 不等式可推出 
2 22 2 4 4 2

2 2 2 2 22

1 1 ,
8 8

u u b b b bε ρ ε∆ ≤ + ∇ + ∇ + ∇                      (21) 

2 22 2 4 4 2
2 2 2 2 22

1 1 .
8 8

P u b b b bε ρ ε∇ ≤ + ∇ + ∇ + ∇                      (22) 

将(20)~(22)加起来，得出

 
( ) ( )2 2 2 22 2

22 22

24 4 2 4
2 2 2 22

d
d

,

G t u u b P
t

C u b u b b

ρ

ε ρ ε

+ + ∇ + ∇ + ∇

≤ ∇ + ∇ + + ∇





                        (23) 

其中 ( ) 2

2 2
2 2 d

T
G t u b b u b x= ∇ + ∇ + ⋅∇ ⋅∫ ，由于 2

2 2
12 2d

2T

Cb u b x u C b⋅∇ ⋅ ≤ ∇ + ∇∫ ，因此其满足 

( ) ( ) ( )2 2 2 2
2 2 2 2 .

2
C u b G t C u b∇ + ∇ ≤ ≤ ∇ + ∇                         (24) 

因此，选择充分小的 ε 以及对式(23)利用 Gronwall’s 不等式，如下不等式成立 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )

2

0

2 2 2 22 2
22 22

2 2 d
0 02 2

2 2 2 2
0 02 2 2 20

d

e

exp d ,

T

T

G t t

T

G t u u b P t

C u b

C u b C u b t

ρ

∫

+ + ∇ + ∇ + ∇

≤ ∇ + ∇

≤ ∇ + ∇ ∇ + ∇

∫

∫



                      (25) 
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结合(13)，下列不等式成立 

[ ]
( ) ( )2 2 22 2 22 2

2 2 20 2 220,
sup d .

T

t T
u b u u b P t Cρ

∈
∇ + ∇ + + ∇ + ∇ + ∇ ≤∫                 (26) 

综上所述，完成了命题 3.1 的证明。 
结论 3.1 对所有 [ )1,p∈ ∞ 和 [ )0,t T∈ ，下列结论成立 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 2

0 0 2

1 d 1 .pp T

M
u t u x x C u t

M M
ρ

ρ
− 

≤ + + ∇ 
 

∫                  (27) 

证明 对所有 [ )1,p∈ ∞ ，记 ( )u t 为 ( )u t 在 T2 上的平均，利用 Sobolev 嵌入定理可推出 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

,pp p
u t u t u t u t u t C u t≤ + − ≤ + ∇                     (28) 

根据质量方程(1.4)可得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2, d , , d .
T T

Mu t u t x x M t x u t x u t xρ ρ= + − −∫ ∫                 (29) 

接下来，利用(1)中的质量方程以及 Cauchy-Schwarz 不等式，Poincaré 不等式得出 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 2

0 0 2

1 d .
T

M
u t u x x u t

M M
ρ

ρ
−

≤ + ∇∫                      (30) 

因此，将(30)代入到(28)中，即证(27)。进而得出结论 3.1。 
现在结合命题 3.1 与结论 3.1，满足 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )1 2 2 2

24 2 2
0, ; 0, ; 0, ;

.L T L L T L L T L
u C u u C∞ ∞≤ ∇ ≤  

下一步，我们的目标就是获得
[ ]( ) [ ]( )2 22 2

2 2
0, ;0, ;

,t t L T LL T L
u bρ 各自的有界性。因此进一步得出下列命题。 

命题 3.2 设 ( ), ,u bρ 是方程组(1)在 [ ) 20,T T× 上的光滑解。存在常数 0C > ，仅依赖于 

0 0 0 0 02 2 22
, , , ,T u b u bρ ∇ ∇ ，使得对任意 [ )0,t T∈ ，有 

[ )
( ) ( )22 2 2

2 2 220, 0

sup d .
t

t t
t T

u b u b t Cρ
∈

∇ + ∇ + + ≤∫                       (31) 

证明 首先，对(1)2 两边同乘积分，结合 Sobolev 不等式，由可 ( )2, 0, ;u b L T L∞∈ 得 

      

( )

( )

2 2

2 2

2

2

22
2 2

2 2
2 22

2 2 2 2 2
2 22 2 2

2 2 2 2* 2
2 2 222 2

1 d d d
2 d

1 dd d
2 d
1 d 1d
2 d 4
1 d 1d .
2 d 4

t t tT T

t tT T

t tT

t tT

u u u u u x b b u x
t

u C u u x b u b x b u b
t

u C u u b u b x b C u b
t

u C u u u b u b x b C u b
t

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

∞

∞

∞

∇ + = − ⋅∇ ⋅ + ⋅∇ ⋅

≤ + ⋅∇ − ⋅∇ ⋅ + ∇

≤ + ∇ − ⋅∇ ⋅ + + ∇

≤ + ∇ ∇ − ⋅∇ ⋅ + + ∇

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫
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因此，利用能量守恒(2)，质量守恒(4)以及引理 2.3，可得 

( )

( )

( )

2

22
2 2

2
222 2 2 2 * 2

0 0 22 2 2 2

2 2
2 4 0* *2 2

0 0 2 222
0 0 2

1 d 1d
2 d 2

1
4

log .

tT

t

u b u b x u
t

u
b C u b C u C u

M

M u
C u u e

M u

ρ

ρ ρ

ρ
ρ ρ ρ

ρ

∞

∇ + ⋅∇ ⋅ +

∇
≤ + ∇ + ∇ +

 
− ∇ + ∇ + + 

 
 

∫

                 (32) 

利用(1)3 两边同乘 tb 可推出 

( )2

2 2
2 2

2 2 2 2 2
2 2 2

1 d d
2 d

1 .
4

t t tT

t

b b b u b u b b x
t

b C u b C b u
∞ ∞

∇ + = ⋅∇ ⋅ − ⋅∇ ⋅

≤ + ∇ + ∇

∫
                   (33) 

将(32)与(33)加起来意味着 

( )
( ) ( )( )

2

22 2 2
2 2 22

22 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

1 d d
2 d

1 log ,

t tT
u b b u b x u b

t

C u b u b C e u u C u

ρ

∞ ∞

∇ + ∇ + ⋅∇ ⋅ + +

≤ ∇ + ∇ + + + + ∇ ∇ + ∇

∫
 

从而两边对时间 0t ≥ 积分可得 

( )
[ ]

( ) ( ) ( )( )
2

22 2 2
2 2 20 2

22 2 2 2 2 2 2
2 2 2 20 0 0 20,

d d

sup 1 d log d d ,

T
t tT

T T T

t T

u b b u b x u b t

C u b u b t C e u u t C u t

ρ

∞ ∞
∈

∇ + ∇ + ⋅∇ ⋅ + +

≤ ∇ + ∇ + + + + ∇ ∇ + ∇

∫ ∫

∫ ∫ ∫
    (34) 

在这里结合已知条件 ( )2, ;u b L R L∞ +∇ ∇ ∈ ， ( )2 2, ;u b L R L+∇ ∇ ∈ ， ( )2, ;u b L R L+ ∞∈ 以及 ( )2 2 2;u L R L+∇ ∈  

可得上述不等式右边可被控制。因此证明出了命题 3.2。 

3.2. 时间导数的估计  

在这小节中，我们主要目标是得到 , , ,u b u b∇ ∇ 的时空加权估计。即 [ ]( )2, 0, ;t ttu tb L T Lρ ∞∈ ， 

[ ]( )2 2, 0, ;t tt u t b L T L∇ ∇ ∈ ，为了达到这个目标，对(1.1)2，(1.1)3 两边关于时间 t 微分得出 

.
tt t t t t t t t t t

tt t t t t t

u u u u u u u u u P b b b b
b u b u b b b u b u
ρ ρ ρ ρ ρ+ + ⋅∇ + ⋅∇ + ⋅∇ − ∆ +∇ = ⋅∇ + ⋅∇

 + ⋅∇ + ⋅∇ − ∆ = ⋅∇ + ⋅∇
             (35) 

现在对(35)1 的两边同乘 t ，经过计算可推出 

( ) ( ) ( )1
2

,

t t t t t t t t tt

t t

tu u t u t u u t u u t u u tu tP
t

tb b tb b

ρ ρ ρ ρ ρ ρ− + + ⋅∇ + ⋅∇ + ⋅∇ − ∆ +∇

= ⋅∇ + ⋅∇
      (36) 

对上式两边同乘 ttu 并进行积分得 
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( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2

1 2 3 4 5 62

1 d d d
2 d

1 1d d d
2 2

d d

d d

1 .
2

t tT T

t t t t tT T T

t t t tT T

t t t tT T

t

t u x t u x
t

u x t u x t u u tu x

t u u tu x t u u tu x

tb b tu x tb b tu x

u II II II II II II

ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ

+ ∇

= − − ⋅∇ ⋅

− ⋅∇ ⋅ − ⋅∇ ⋅

+ ⋅∇ ⋅ + ⋅∇ ⋅

≅ + + + + + +

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫

                  (37) 

首先，考虑 1II ，利用 ( )t div vρ ρ= − 以及 Sobolev 不等式，分部积分得 

( )

( ) ( )
( )

( )

2 2

2 2

2
1

1 1
2 2 22 2

*

2 2

2 2 2*

2 2

1 d d
2

d d

1 ,
12

t t tT T

t tT T

t t

t t

II tdiv u u x t u u u x

C t u x t u u x

C tu u t u

t u C tu u

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

∞

∞

= ≤ ∇

≤ ∇

≤ ∇

≤ ∇ +

∫ ∫

∫ ∫  

在上述不等式中，利用了 u 在 ( )4 ;L R L+ ∞ 中的有界性，以及 ρ 可被 *ρ 控制。 

利用连续性方程以及分部积分，对 2II 分析如下 

[ ]

( )

( )

( ) ( )

( )

2

2

2

2 2

2 2 2

2 22 2

2 4 2*
22

2 224 2 4* * 2
2 22 2

2 4 2*
22

d

d

1
12

1 .
12

tT

t t tT

t t

t

t t

t

II t u u u u x

t u u u u u u u u u x

u tu u t u tu u t

tu C T u u

C T u u tu C T u u tu

tu C T u u

ρ

ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ

∞ ∞

∞

∞ ∞

∞

= ⋅∇ ⋅∇ ⋅

≤ ∇ + ∇ + ∇ ∇

≤ ∇ + ∇

+ ∇ + ∇

≤ ∇ + + ∇ +

+ ∇ + ∇

∫
∫

 

考虑 3II ，运用 Sobolev 不等式分析如下 

( )

( )

23

*

2 2

2 2 2*

2 2

d

1 .
12

t tT

t t

t t

II t u u u x

C u tu t u

t u C tu u

ρ

ρ ρ

ρ ρ

∞

∞

≤ ∇

≤ ∇

≤ ∇ +

∫
 

同理考虑 3II ，运用 Sobolev 不等式分析如下 

( )2 2 2*
4 2 2

1 .
12 t tII t u C tu uρ ρ

∞
≤ ∇ +  

由于 b 在 ( )4 ;L R L+ ∞ 是有界的，运用 Sobolev 不等式分析 5II 如下 
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25

2 2

2 2 2

2 2

d

1 .
12

t tT

t t

t t

II t b t u b x

b t u tb

t u C tb b

ρ

∞

∞

≤ ∇

≤ ∇

≤ ∇ +

∫
 

对于上述 1 2 3 4 5, , , ,II II II II II 的分析，全部加到(37)中去，可得 

  

( ) ( )(
)

2 2 2 2 2 4*

2 2 2 2

224 2 4 22
62 4 2 2

1 d 7 ,
2 d 12

,

t t t t

t

tu t u C u C T tu u u
t

u u u u C b tb II

ρ ρ ρ ρ
∞ ∞

∞ ∞

+ ∇ ≤ + +

+ ∇ + ∇ + ∇ + +
         (38) 

其中 ( )*,C T ρ 依赖于 *,T ρ 。 

下一步，对(35)2 两边同乘 t ，可知 

( ) ( )1 .
2t t t t t t tt

tb b tu b tu b tb tb u tb u
t

− + ⋅∇ + ⋅∇ − ∆ = ⋅∇ + ⋅∇  

如上述讨论一样，对上述两边同乘 ttb ，再积分可知 

( )
( )2 2

2 2

2 2

2

2

2
7 82

1 d
2 d

1 d d
2
1 .
2

t t t t t t

t t t t t t tT T

t

tb t b tu b tb tb u tb u
t

b tb u tb tu b tb x tb u tb x

b II II

+ ∇ + ⋅∇ − ∆ = ⋅∇ + ⋅∇

= + ⋅∇ ⋅ − ⋅∇ ⋅ + ⋅∇ ⋅

≅ + +

∫ ∫              (39) 

为了估计 7II 项，结合(36)与 Sobolev 不等式可得 

( )

2

7 2 24 3 6
2 1 1 2
3 3 3 3

2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 22 2

2 22 2 2 2

1 1 .
12 2

t t t

t t t t t t

t t t t

II u tb b tb tu

C u tb t b C b tb t b tb t u

t u t b C u b tb C tuρ

≤ ∇ + ∇

≤ ∇ ∇ + ∇ ∇ ∇

≤ ∇ + ∇ + ∇ + ∇ +

            (40) 

将(40)代入到(39)，将(38)、(39)式相加起来，直接计算得 

( )
( ) ( )( )

( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 22 4 4 2 4* 2
2 4 22

2 22 2 2 2

2 222 2

d
d

, 1

.

t t t t

t

t t t

tu tb t u t b
t

C T tu u u u u u u

C u b C u b b tb

ρ

ρ ρ

ρ

∞ ∞ ∞

∞

+ + ∇ + ∇

≤ + + + ∇ + ∇ + ∇

+ + + ∇ + ∇ +

 

在上述不等式中，由于 0divb = ，因此 6 8 0II II+ = 。 

显然，结合命题 3.1，命题 3.2，与结论 3.1，上述不等式可被估计为 

( )( )
( )( )

2 2 2 2

2 202 2

2 2

2 2

d d
d

1 ,

t
t t t t

t t

tu tb u b
t

h t tu tb

ρ τ τ

ρ

+ + ∇ + ∇

≤ + +

∫
                      (41) 

在这里 
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( ) ( )( )
( )

22 4 4 2 4* 2
2 2 2

2 2 2 2 2

2 222

: , 1

t t

h t C T u u u u u u

u b C u b b

ρ

ρ

∞ ∞ ∞

∞

= + + + ∇ + ∇ + ∇

+ + + ∇ + ∇ +
 

依赖于 *
0 0 0 0 02 2 22

, , , ,u b u bρ ρ ∇ ∇ 。注意到如果解对于密度是远离 0 点的情况，导致 

( ) ( )( )
2

2 2

0
lim , , d 0.t t
t

T

t u t x t b t x xρ
+→

+ =∫  

因此，对(41)式关于时间 t 积分 

( ) ( ){ }2 2 2 2

2 20 02 2
d exp d 1.

t t
t t t ttu tb u b hρ τ τ τ τ+ + ∇ + ∇ ≤ −∫ ∫                (42) 

假设初始时间为 0t ，利用类似理论可得出下列引理。 
引理 3.4 假设解是光滑解。则对于任意 0 , 0t T ≥ ，下列成立 

[ ]
( ) ( )( ) ( )( ) ( )0

02 20 0

2 2 2 2
0 0 0

,
sup d d d ,

t T
t t t ttt t t T T T

t t u t t b x t t u b x t C Tρ
+

∈ +
− + − + − ∇ + ∇ ≤∫ ∫ ∫        (43) 

这里当 T 趋向于 0 时， ( )C T 趋向于 0。 
回顾(42)式，我们断言对任意的 p < ∞，我们得到 

[ ]( ) [ ]( ) ( )2 20, ; 0, ;
.

p pt tL T L L T L
tu tb C T+ ≤                          (44) 

tu 为 tu 在 T2 上的平均，可直接计算出 

( )
2 2

d d ,t t t t
T T

u x Mu u u xρ ρ= + −∫ ∫                             (45) 

因此利用 Poincaré 不等式可得 
1
2

2 2 2
.t t tM u u M uρ ρ≤ ∇ +  

最后结合 Sobolev 嵌入定理给出 

0 2
2 21 2

1 .t t t t p t tp pu u u u C u u
M M
ρ

ρ
 

≤ − + ≤ + ∇ +  
 

                 (46) 

类似地，记 tb 为 tb 在 T2 上的平均，且令 2 d
T

N a x= ∫ ，a 是非负且非零测度函数，可知 

( )( )
2 2

d d ,t t t t
T T

Nb au x N a b b x= + − −∫ ∫                           (47) 

在上式中令，记 0a ρ= ，根据 Poincaré 不等式可得 

0 02 2
2 2

.t t p tp

M
b b C b

M M
ρ ρ −

≤ + + ∇  
 

                       (48) 

结合(46)与(47)式，可得想要的结果(44)。 

3.3. 可积性的转移  

在该小节中，我们应用前面的结果去得到 ,u b∇ ∇ 在 ( )1 0, ;L T L∞ 中的有界性。在这里，需要利用可积

性转移的方法去给出证明。下面，给出我们的结果 
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引理 3.5 对任意 [ ]0, 2,T p> ∈ ∞ 与充分小的 ε ，我们得出 

2 2
0,0, ; 0, ; 0, ;

,
p p p p p p TL T L L T L L T L

tu tb tP C
ε ε ε∗ ∗ ∗− − −     

     
     

∇ + ∇ + ∇ ≤                (49) 

其中
2

2
pp

p
∗ =

−
， 0,TC 依赖于 0 0 0 0 02 2 22

, , , ,u b u bρ ρ∗ ∇ ∇ 。 

更一进步，对任意的1 2s≤ < ，存在 0β > 使得 

( ) ( ) 0,0 0
d d .

T Ts s
TL L

u r t b t t C T β
∞ ∞∇ + ∇ ≤∫ ∫                         (50) 

证明 首先，方程(1.1)2，(1.1)3 可以被改写为 

,

,

0.

t

t t

tu tP tu t u u tb b

u b tb tb tu b tb u

div tu div tb

ρ ρ−∆ +∇ = − − ⋅∇ + ⋅∇
+ ⋅∇ − ∆ = − − ⋅∇ + ⋅∇


= =

                    (51) 

由于 ,t ttu tbρ 在 ( )2 20, ;L T L 中具有有界性并且 ρ 有界，则我们可得到 ttuρ 在 ( )20, ;L T L∞ 中具有

界性。另一方面，根据(44)可知 ttu 、以及 ,t ttu tbρ 对任意有限 q，均属于 ( )2 0, ; qL T L 。因此利用 Hölder 

不等式给出 

( ) ( ) 0,0, ; 0, ;
,

p r p rt t TL T L L T L
tu tb Cρ + ≤  

其中任意 [ ] )2, , 2,p r p∗∈ ∞ ∈ 。 

现在应用 Hölder 不等式与 ( ) ( )2 2 10, ; 0, ;u L T L L T H∞∇ ∈  ，可得 

( ) ( ) ( ) [ ]2 2 1
1

0, ; 0, ; 0, ; , 0,1 ,p rL T L L T L L T Hu u uθ θ θ∞
−∇ ≤ ∇ ∇ ∈  

这里
1 1 11

2 2 2r
θ θ−  = + − 

 
，

1 1
2p

θ θ−
= +
∞

，其中 [ ] )2, , 2,p r p∗∈ ∞ ∈ 。类似地，对任意的 

[ ] )2, , 2,p r p∗∈ ∞ ∈ 有 ( )0, ;p rb L T L∇ ∈ 。显然， ,u t uρ 在 ( )0, ;q rL T L 中具有界性。可得出 

( ) ( )

( ) ( )

0,0, ; 0, ;

0,0, ; 0, ;

, ,

, .

p r p r

p r p r

TL T L L T L

TL T L L T L

t u u tb b C

tb u tu b C

ρ ⋅∇ ⋅∇ ≤

⋅∇ ⋅∇ ≤
                        (52) 

应用上述估计，结合(51)的最大正则性估计可知， 

( )
2 2

0,0, ;
, , ,

p r TL T L
tu tb tP C∇ ∇ ∇ ≤                            (53) 

其中 [ ] )2, , 2,p r p∗∈ ∞ ∈ 。 

下一步，我们需要估计(50)。对于固定 [ ]2,p∈ ∞ 使得 ( )2ps p s< − 和1 2s≤ < ，通过 ( )2,r p∗∈ 可知

1,rW L∞→ 。因此，运用(53)有 
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( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1, 1,

1, 1,

1 1

0 0

1 1
1 1
2 2

0 0

1 1

2 2
0 0, ; 0, ;

2 2
2

0,

d d

d d

d

.

r r

p r p r

T Ts ss s
L L

s ss sT T

W W

ps s pT p s

L T W L T W

p s ps
ps

T

u t t b t t

t tu t t t tb t t

t t tu t tb t

C T

∞ ∞

− −

−
−

−

− −

∇ + ∇

   
≤ ∇ + ∇      
   

   
≤ ∇ + ∇       

≤

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

下因此，我们得到了想要的结果(50)。 
最后，与文献[13]中存在性证明类似，通过上述给出的先验估计可以建立解的存在性。在这里，为了

简便，我们忽略该部分的详细证明。 

4. 定理 1.1 唯一性的证明 

由于密度 ρ 缺乏正则性，很难通过欧拉坐标系去获得解的唯一性。我们需要引入拉格朗日坐标系(可
参考文献[13] [14] [15])去证明定理 1.1 的唯一性。首先，需要推导出坐标系改变时包含的代数关系式。定

义速度场 u 的流 2 2:X R T T+ × → ，满足下列方程并是唯一解 

( ) 0

d , , , .
d t

X u t x X y y
t =
= = ∈Ω  

在拉格朗日坐标系 ( ),t y 中，方程组(1)中的解 ( ), , ,u b Pρ 对应的解为 ( ), , ,v h Qη 满足下列关系式 

( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

, , , ,

, , , , , ,

, , , ,

t y t X t y

v h t y u b t X t y

Q t y P t X t y

η ρ=

=

=

                             (54) 

其中 ( ),X t y 满足 

( ) ( )( ) ( )( )0 0
, , , d , , d ,

t t
X t y y u X y v X yτ τ τ τ τ τ= + =∫ ∫  

因此 

( ) ( )
0

, , d .
t

y yX t y Id v yτ τ∇ = + ∇∫  

在拉格朗日坐标系 ( ),t y 中，算子 , ,div∇ ∆被转换成 

( ) ( ): , : : , : ,T T T
v y v y y v y yA div A div A div A A ⋅∇ = ∇ = ∇ = ⋅ ∆ = ∇  

其中 ( ) ( )( ) 1
: ,yA t X t

−
= ∇ ⋅ 并且 ( ), , ,v h Qη 在 ( ) 20,T T× 中满足 

0,
,

,
0.

t

t v v v

t v v

v v

v v Q h h
h h h v
div v div h

η
η

=
 − ∆ +∇ = ⋅∇
 − ∆ = ⋅∇
 = =

                               (55) 

由于满足条件
0

1d
2

T
v t

∞
∇ ≤∫ ，则 A 可被改写成 
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( )( ) ( ) ( )( )1

0
0

1 , d .
ktk

y y
k

A Id X Id v τ τ
+∞−

=

= + ∇ − = − ∇ ⋅∑ ∫  

现在令 ( ), , , , 1,2i i i iu b P iρ = 为方程组(1)的两个解， ( ), , ,i i i iv h Qη 为(54)的两个解。记 

( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1, , , , , ,v h Q A v v h h Q Q A Aδ δ δ δ = − − − − ，经过直接计算可得 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 1 2 1 1 2 1 2

1 2 1 1 2 1 2

1 1 2 1 1 2

0 2 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2

2 2

,

, .

t v v v v v v v v v v

t v v v v v v v

v v v v v v

v v Q v Q h h h h h h

h h h h v h v h v

div v div div v div h div div h

ρ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ

δ δ

 − ∆ +∇ = ∆ − ∆ − ∇ −∇ − ⋅∇ − ⋅ ∇ −∇ − ⋅∇

 − ∆ = ∆ − ∆ − ⋅∇ − ⋅ ∇ −∇ − ⋅∇


= − = −

  (56) 

参考文献[1]中的唯一性证明，对充分小的 0T > ，我们可得 ( ), 0v hδ δ = 。在这里省略证明过程。因

此，回归到欧拉坐标中，在整个空间中的唯一性证明通过一般结论仍然可以得到。 

5. 结论  

综上，我们通过建立一个全新的先验估计以及利用拉格朗日方法可以得到不可压缩磁流体力学

(MHD)方程组的全局解的存在性和唯一性。本文的创新点在于如果不存在电磁场效应，即不可压缩 MHD
方程组(1)简化为不可压缩 Navier-Stokes 方程组。然而，与参考文献[13]相比，方程组(1)中的速度场与磁

场之间的强耦合，如 u b⋅∇ ，将带来一些新的困难。无法通过应用一般方法来处理这个问题。因此在本文

中，我们使用了一些新的技术来克服这些新的困难。需要注意的是我们的结果对于环域 T2 推广到无界区

域(甚至整个空间(用本文的方法))暂且尚不清楚，后面会继续深入研究。 
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