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摘  要 

本文提出了求解非守恒双曲型偏微分方程的一种新的路径守恒间断Galerkin (DG)方法。特别地，这里的

方法采用了一级ADER (在空间和时间的任意导数)方法来实现时间离散化。此外，该方法采用微分变换

(DT)过程而不是Cauchy-Kowalewski (C-K)过程来实现局部时间演化。与经典的ADER方法相比，该方

法不需要求解内部单元的广义黎曼问题。与RKDG (Runge-Kutta DG)方法相比，该方法不需要中间步骤，

因此需要较少的计算机存储空间。简而言之，当前的方法是一步一步完全离散的。而且，该方法在空间

和时间上都容易获得高阶精度。浅水方程的数值结果表明，该方法具有较高的阶精度，对间断解具有较

好的分辨率。 
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Abstract 
In this article, we propose a new path-conservative discontinuous Galerkin (DG) method to solve 
the non-conservative hyperbolic partial differential equations (PDE). In particular, the method 
here applies the one-stage ADER (Arbitrary DERivatives in space and time) approach to fulfill the 
temporal discretization. In addition, this method uses the differential transformation (DT) proce-
dure other than the Cauchy-Kowalewski (C-K) procedure to achieve the local temporal evolution. 
Compared with the classical ADER methods, the current method is free of solving generalized 
Riemann problems at inter-cells. In comparison with the Runge-Kutta DG (RKDG) methods, the 
proposed method needs less computer storage thanks to no intermediate stages. In brief, this 
current method is one-step, one-stage, and fully-discrete. Moreover, this method can easily obtain 
arbitrary high-order accuracy in space and in time. Numerical results for shallow water equations 
(SWEs) show that the method enjoys high-order accuracy and keeps good resolutions for discon-
tinuous solutions. 
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1. 引言 

物理学和工程领域的许多流体问题都可以根据第一原理描述为守恒定律 

( ) 0,
t

∂
+∇ ⋅ =

∂
W F W                                   (1) 

其中 W 为守恒变量向量， ( ) ( ) ( )( ),f g=F W W W 为物理通量张量。到目前为止，我们可以通过守恒原 

理深刻地理解自然界中的大多数物理运动。然而，在空气动力学、天体物理学、航空航天、石油工业等

领域对可压缩多相流/介质流的建模中，由于不同相(介质)之间复杂的相互作用，出现了非守恒积项(即未

知解的空间导数)。因此，相关的数学模型不能以守恒形式表示。然而，上述流体问题可以用拟线性非守

恒双曲方程组表示如下 

( ) 0,
t

∂
+ Α ⋅∇ =

∂
W W W                                  (2) 

其中 ( ) ( ) ( )( ),A BΑ =W W W 为方程组矩阵。这里使用分块矩阵语法给出矩阵 ( )A W 和 ( )B W 的紧凑符

号。其中，假设方程(2)为双曲型，即 ( )A W 和 ( )B W 分别具有 m 个实特征值和 m 个线性无关的特征向量

的完整集合。特别地，如果 ( )A W 和 ( )B W 是 ( )f W 和 ( )g W 的雅可比矩阵，则方程(2)将简化为守恒定 

律(1)的双曲方程。这一观察结果表明，方程(2)适合同时表示守恒定律和非守恒方程组。 
然而，方程(2)的主要问题在于间断情况下弱解的经典定义的不足。直到 Dal Maso、Le Floch 和 Murat

的理论(DLM 理论) [1]的出现，这一重大问题才有了很大的进展。DLM 理论给出了方程组(2)弱解的定义，

通过引入路径 ( ); ,ξ − +Ψ = Ψ W W 连接相空间中的两个状态 −W 和 +W 。随后，针对 DLM 理论[1]，Castro 
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[2]和 Pares [3]根据非守恒双曲方程组发展了路径守恒方法(2)。实际上，路径守恒方法[2] [3] [4]也可以被

称为 Toumi [5]对 Roe 方法弱表述的扩展。 
后来，继最初的成果[1] [2]之后，许多研究者对路径守恒方法进行了许多尝试。代表性研究主要有：

ADER 格式[6] [7] [8]、FORCE 格式[9] [10]、HLLC Riemann 解算方法[11] [12]、Osher Riemann 解算方法

[13] [14]、中心格式[15]、中心迎风格式[4] [16]、ADER-DG 方法[17]等。关于最新进展和简要的历史回

顾，我们参考文献[18]和[19]。 
本研究的主要目的是针对非守恒双曲型方程组提出一种新的路径守恒 DG 方法(2)。该方法采用单阶

段 ADER 方法实现高阶时间离散化，因此称为路径守恒 ADER-DG 方法。其基本思想是采用 DT 过程[20] 
[21] [22]代替 C-K 过程，通过低阶空间展开系数来表示解的时间展开系数。此外，DT 过程可以实现任意

高阶精度的局部时间演化。就我们而言，这将是第一次尝试将 DG 方法与 DT 过程一起应用于非守恒方

程组。然后，我们将该方法推广到以非守恒形式处理 SWEs。特别是 Li 等[17]提出了一种以双曲平衡律

形式求解 SWEs 的 ADER-DG 方法。此外，Li [23]等人将 ADER-DG 方法推广到求解气体动力学中的欧

拉方程。在此，对于非保守形式的 SWEs，ADER-DG 方法的成功将说明 ADER-DG 方法具有通用性。 
本文的结构如下：第 2 节阐述了路径守恒的 ADER-DG 方法的一般框架，然后将所得方法以非守恒

形式应用于一维浅水波方程。第 3 节实现了典型算例来验证所提出方法的性能。第 4 节给出了一些结论。 

2. 路径守恒的 ADER-DG 法的一般公式 

本文针对非守恒方程组(2)给出了一种一般的 ADER-DG 方法框架。实际上，我们首先将方程组(2)在 

给定的近似空间中乘以一个测试函数 ( )xφ 

，然后在一个时间单元 )1,n n
jC t t +×  上积分，得到 

( )( )
1 1

d d d d 0,
n n

n nj j

t t

C Ct t

V t V t
t
φ φ

+ +
∂

+ Α ⋅∇ =
∂∫ ∫ ∫ ∫
W W W  

在这里 jC 是空间单元。然后，我们用 ( ),W x tτ


作为时间多项式近似 ( ),W x t 。由于Wτ 通常在单元间出

现跳跃，我们提出了一种路径守恒方法来处理跳跃。 
接下来，我们得到 PDE(6)的 DG 方法：对于任意测试函数φ ，数值解Wτ 满足以下等式 

( ) ( ) ( )( )

( )

1

1

1

\

, d , d d d

, , d d 0,

n

nj j j j

n

n j

t
n n

C C C Ct

t

Ct

x t V x t V V t

D n S t

τ τ τ τ

τ τ

φ φ φ

φ

+

+

+

∂

− − +

∂

− + Α ⋅∇

+ =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

 



W W W W

W W

               (3) 

其中 n为单元 jC 边界处的单位向外法向量。 
DG 方法(3)采用 ADER 方法实现时间离散化。因此，DG 方法(3)是一层一层完全离散的。因此，我 

们将提出的方法(3)称为 ADER-DG 方法。此外，为了实现时间离散，我们需要通过 DT 过程实现 ( ), nx tτ
W

在时间单元 )1,n n
jC t t +×  中的局部时间演化。DT 过程将在第 2.1.3 节中详细描述。这里， τ

−W 来自单元内

部 jC 和 τ
+W 来自单元 jC 外部。此外，符号 ( ),D τ τ

− − +W W 表示单元间的跳跃项，满足以下要求[2] [3] [6]： 

• 对于每一个 τW 和 n， 

( ), 0.D τ τ
− =W W  

• 对于每一个 τ
−W ， τ

+W 和 n， 

( ) ( ) ( )( )( )1

0
, , , , ; , d .D n D n nτ τ τ τ τ τξ ξ

ξ
− − + − − + − + ∂Ψ

+ − = Α Ψ
∂∫

  W W W W W W  

https://doi.org/10.12677/aam.2023.127337


赵晓旭 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.127337 3384 应用数学进展 
 

另外， ( ); ,τ τξ − +Ψ = Ψ W W 表示连接状态 τ
−W 和 τ

+W 的足够光滑的路径。满足上述条件的方法称为路 

径守恒方法。 
此外，根据[17] [23]，所提出的求解守恒定律(1)双曲方程组的 ADER-DG 方法(3)的守恒等价如下 

( ) ( ) ( )
1 1

1
2

1

\

, d , d d d d d 0,
n n

n nj j j j

t t
n n

j
C C C Ct t

x t V x t V V t F S tτ τ τφ φ φ φ
+ +

+
+

∂

− + ⋅∇ + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 W W F W          (4) 

以 ( )1 1
2 2

: , ,
j j

F F nτ τ
− +

+ +
=

W W 为数值通量近似单元间物理通量 F 。实际上，当非守恒方程组(2)满足守恒 

律(1)，即 A 和 B 分别是 f 和 g 的雅可比矩阵时，上述非守恒形式的路径守恒式 ADER-DG 方法(3)可简化

为保守的 ADER-DG 方法(4)。Dumbser 等人在有限体积格式的框架下对这种等价性进行了详细的证明[6]。 

2.1. 一维 SWEs 的应用 

基于路径保守的 ADER-DG 方法的一般框架，我们取以下一维 SWEs 为例 

( )

( ) 2 2

0,

1 ,
2

t x

xt
x

h hu

hu hu gh ghb

+ =

 + + = − 
 

                             (5) 

来说明该方法(3)的具体实现步骤。式中， ( ),h x t 、 ( ),u x t 分别为水深、流体速度。符号 ( )b x 代表底

部地形，字母“g”代表重力加速度。 

按照[2]中的方法，我们将(5)中的几何源项合并到项 ( )A
x

∂
∂
WW 中，得到如下的非守恒形式 

( ) 0,A
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
W WW                                   (6) 

在这里 

( ) 2 2 2

0 1 0
, 2 ,

0 0 0

h
hu c u u c
b

   
   = = −   
   
   

W A W  

用 c gh= 表示声速。这种操作使方程组(6)更易于获得 Well-balanced 方法。 

从数学的观点来看，非守恒方程组(6)保留稳态解，满足 

( ) 0.
x

∂
=

∂
WA W  

特别地，静止水域的稳态解有以下几种形式 

Constant    and    0.h b u+ = =  

传统的方法不能准确地保持这种稳定状态，并导致非物理振荡。Well-balanced (W-B)方法[24] [25]可
以在离散水平上保持达到机器精度的稳态，并且即使在相对粗糙的网格上也可以解决稳态的小扰动[26]，
从而相应地提高计算效率。 

2.1.1. 符号和解空间 

首先，将空间域 [ ],a b 离散成 N 个空间单元，其中 1 1
2 2
, , 1,2, ,j j j

I x x j N
− +

 = =  
 。这里取 

( )1 1
2 2

1
2j j j

x x x
− +

= + 和 1 1
2 2

j j j
x xτ

+ −
= − 作为网格中心和单元 jI 的大小。最大网格尺寸定义为

1
max jj N

τ τ
≤ ≤

= 。这
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里，我们应用 )1,n n
j jI t t +Ω = ×  作为时间单元，并令 

( ) ( ) ( ){ }, : , .
j

k k
jV x t x t Pτ φ φ

Ω
= ∈ Ω                              (7) 

作为近似空间，其中 ( )k
jP Ω 表示时间单元 jΩ 上的一组时间多项式，其阶数最高为 k。 

2.1.2. 一维路径保守的 ADER-DG 方法的构建 
对于以为方程组(6)，ADER-DG 方法(3)如下：对于 ( ) kx Vτφ∀ ∈ ，解 ( ),x tτW 满足下列等式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

1

\

, d , d d d

, , d d 0,     for 1,2,3, , .

n

nj j j j

n

n j

t
n n

I I I It

t

It

x t x x x t x x x x t
x

D n x S t j N

τ
τ τ τ

τ τ

φ φ φ

φ

+

+

+

∂

− − +

∂

∂ − +  ∂ 

+ = =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫




WW W A W

W W

            (8) 

进而，方程(8)也有如下的等式形式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1 1

1

\

1 1 1 1
2 2 2 2

, d , d d d

, d , d 0,     for 1,2,3, , .

n

nj j j j

n n

n n

t
n n

I I I It

t t

j j j j
t t

x t x x x t x x x x t
x

D x t D x t j N

τ
τ τ τφ φ φ

φ φ

+

+ +

+

∂

− − + − − +

+ + − −

∂ − +  ∂ 

   
+ − = =      

   

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ 

WW W A W

W W W W

        (9) 

对于单元间的跳转项 ( ),D τ τ
− − +W W 有不同的选择，例如 

• Osher 跳跃项： 

( ) ( )( ) ( )( )( )1

0

1, ; , ; , d .
2

D τ τ τ τ τ τ
ψψ ξ ψ ξ ξ
ξ

− − + − + − + ∂
= −

∂∫W W A W W A W W              (10) 

• Roe 跳跃项： 

( ) ( )( ) ( ), , ,D τ τ ψ τ τ τ τ

−
− − + − + + −= ⋅ −W W A W W W W                        (11) 

其中， ( ),ψ τ τ
− +

A W W 为 Toumi 等在[5]中定义的某种意义上 ( )τA W 的 Roe 线性化矩阵，即函数 ψ
A 满足以 

下性质： 

- 对每个 ,τ τ
− +W W ，矩阵 ( ),ψ τ τ

− +
A W W 具有 m 个不同的实特征值 

1 2 .mλ λ λ< < <  

- 兼容性属性 

( ) ( ), ,     for each .ψ τ τ τ τ=A W W A W W  

- 对于任意 ,τ τ
− +W W ，矩阵 ψ

A 满足下式要求 

( ) ( ) ( )( )1

0
, ; , d ,ψ τ τ τ τ τ τ

ψψ ξ ξ
ξ

− + + − − + ∂
⋅ − =

∂∫A W W W W A W W  

根据广义 Roe 的性质。 
另外，对于式(10)和式(11)中矩阵的绝对值算子，我们通常使用以下符号 

( )1 2, , , ,mdiag λ λ λ= Λ  

( )1 2, , , ,mdiag λ λ λ= Λ  
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( )1 ,
2

− = −Λ Λ Λ  

1,− − −=A RΛ R  

其中 R 是矩阵 A的右特征向量的矩阵， 1−R 表示它的逆矩阵。 
目前为止，可以将当前方法(9)视为给定路径 ( )ψ ξ 的函数，形式如下 

( ) ( ); , ,     0 1.τ τψ ξ ψ ξ ξ− += ≤ ≤W W  

并且，函数 ( ) ( ); ,τ τψ ξ ψ ξ − += W W 是 Lipschitz 连续的，满足一定的正则性和相容条件 

( )0; , ,τ τ τψ − + −=W W W  

( )1; , ,τ τ τψ − + +=W W W  

( ); , .τ τ τψ ξ =W W W  

在本文中，我们应用简单的分段路径 

( ) ( ) ( ); , ,     0 1,τ τ τ τ τψ ξ ψ ξ ξ ξ− + − + −= = + − ≤ ≤W W W W W                 (12) 

比如[2] [3] [6]。 
这种路径的选择十分有用的，它保证了前文所提出的方法对于 SWEs [2] [3] [6]是 W-B 的。此外，由

路径(12)，Osher 跳跃项(10)可简化为以下形式 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )1

0

1, ; , ; , d .
2

D τ τ τ τ τ τ τ τψ ξ ψ ξ ξ− − + − + − + + −= − ⋅ −∫W W A W W A W W W W          (13) 

同时，Roe 跳跃项(11)可简化为以下形式 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )1 1

0 0

1, ; , d ; , d .
2

D τ τ τ τ τ τ τ τψ ξ ξ ψ ξ ξ− − + − + − + + −= − ⋅ −∫ ∫W W A W W A W W W W        (14) 

对于式(13)和式(14)中路径积分的计算，我们采用了具有适当高阶精度的高斯正交规则。 

2.1.3. DT 算法 
为了构建方法(9)，我们需要提前实现从 nt 开始的时间单元的局部时间演化。这个操作的原因是我们

需要在每个时间单元中以多项式的形式得到数值解。然后，我们可以在(9)中以高阶精度计算时间积分和

时间积分。实际上，为了实现这一目标，ADER 方法[27] [28] [29] [30] [31]使用 C-K 过程反复微分控制

PDE，并通过空间导数得到时间导数。为了获得高阶时间精度，我们需要高阶时间导数。此时，由于链

式规则的使用，C-K 程序将变得非常繁琐。Dumbser 和 Munz [31]利用 Leibnize 规则提出了一种高效的算

法。最近，Dumbser 等人[6] [7]，Tang 等人[32]应用局部 DG 预测方法[29]来代替 C-K 程序。最近，Li 等
人通过 DT 程序开发了一种针对 SWEs 的 ADER-DG 方法[17]。 

在本研究中，我们采用 DT 程序而不是 C-K 程序。实际上，DT 过程最初是针对非线性初值问题发展

起来的[33] [34]。随后，Ayaz 将 DT 过程推广到二维情况[20]以及方程组情况[21]。Kurnaza 等[22]将其推

广到更一般的 n 维情况。此外，Norman 和 Finkel [33]应用该方法构建了一维 SWEs 的多矩有限体积格式。 
下面我们给出 DT 过程的具体定义，如[20] [21] [22]所示。假设函数 ( ),q x t 在单元格 at n

jI t 是已知的，

则 DT 定义如下 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0,

,1, , with , , .
! !

x t t tx

x t
n t x

j

k k k kk kk n
x t x t jk k

k kx t x x t t

u x t
q k k q x t q k k x x t t

k k x t

+ −

= == =

∂
= = − −

∂ ∂
∑ ∑         (15) 
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其中， ( ),x tq k k 表示根据原函数 ( ),q x t 变换后的函数。 
实际上， ( ),x tq k k 表示关于 ( ),q x t 的展开系数用截断泰勒级数的形式表示。表 1 显示了这里使用的 

一些转换后的函数。 
 
Table 1. Transformed functions of some functions 
表 1. 部分函数的变换函数 

Original function Transformed function 

( ) ( ), ,q x t c u x t= ⋅  ( ) ( ), ,x t x tq k k c u k k= ⋅  

( ) ( ), ,xq x t u x t= ∂  ( ) ( ) ( ), 1 1,x t x x tq k k k u k k= + ⋅ +   

( ) ( ), ,tq x t u x t= ∂  ( ) ( ) ( ), 1 , 1x t t x tq k k k u k k= + ⋅ +   

( ) ( ) ( ), , ,q x t u x t v x t= ⋅  ( ) ( ) ( )
0 0

, , ,
x tk k

x t x t
r s

q k k u r s v k r k s
= =

= ⋅ − −∑∑    

( ) ( ), 1 ,q x t u x t=  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0

0,0 1 0,0

1, , ,
0,0

x tk k

x t x t
r s

s r

q u

q k k u r s q k r k s
u = =

+ >

=

= − ⋅ − −∑ ∑

 

  



 

 
然后，具体说明了 DT 过程的实现步骤。一开始，我们得到 

( ) ( )( )
0

,x

x

k k
r x j

k
b x b k x x

=

= −∑   

( ) ( )( )
0

,0 ,0 ,x

x

k k
x j

k
h x h k x xτ

=

= −∑   

( ) ( ) ( )( )( )
0

,0 ,0 ,x

x

k k
x j

k
hu x hu k x x

τ
=

= −∑  

使用 2L 投影来近似单元格 jI 中的 ( ) ( ), ,0b x h x 以及 ( ),0hu x 。 

随后，我们对式(5)的两端施加 DT 过程，得到如下递归式 

( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 3

1, 1 1, ,
1

1 1, 1 1, 1, , .
1 1

x
x t x t

t

x
x t x t x t x t

t t

kh k k hu k k
k

khu k k G k k G k k G k k
k k

+
+ = − ⋅ +

+

+
+ = − ⋅ + + + + ⋅

+ +



  

           (16) 

在这里，我们使用以下辅助变量 

( ) ( ) ( )( )1 1, 1,
0 0

, , ,
t xk k

x t a b x t
s r

G k k G r s G k r k s
= =

= − −∑∑    

( ) ( ) ( )2
0 0

, , , ,
2

t xk k

x t r t
s r

gG k k h r s h kx k s
= =

= −∑∑    

( ) ( ) ( )3 3,
0

, , ,
xk

x t t a x
r

G k k h r k G k r
=

= − −∑    
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( ) ( )( ) ( )( )1,
0 0

, , , ,
t xk k

a x t x x
s r

G k k hu r s hu k r k s
= =

= − −∑∑  

( )
( )

( ) ( )1, 1,
0 0

1, , , ,
0,0

t xk k

b x t b x t
s r

G k k G k r k s h r s
h = =

= − −∑∑  



 

( ) ( ) ( )3, 1 1 .a x x xG k g k b k= + +  

然后，将 ( ),0xh k ， ( )( ),0xhu k 和 ( )xb k ， 0,1, ,xk k=  带入(16)，即可递归得到 

( ) ( )( ), , , , for 0,1, , ;  0,1, , ,x t x t t x th k k hu k k k k k k k= = −

   

结果就是 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )T

0 0
, : , , , , ,

t tx

t x

k kk kk n k
x t i

k k
x t h x t hu x t b x k k x x t t Vτ τ τ ττ

−

= =

= = − − ∈∑ ∑ W W 。 

每个空间单元 jΩ 中的 ( ) ( )( ) ( )
T

, : , , ,x t x tk k h hu b k k=  W 。此外，为了更好地理解这一过程，我们 

给出了 DT 过程的详细算法。 
备注 1. 总而言之，DT 过程的关键功能是根据现有解 ( ), nW x tτ 为每个空间单元局部提供高阶时间演

化。 
备注 2. C-K 过程直接使用控制 PDE 的符号展开，并且需要重新计算许多项。因此，C-K 过程根据复

杂度导致指数增长。然而，DT 过程相对简单，但复杂性是可以预测的。 
备注 3. 在实践中，不需要根据底部地形 b 应用 DT 过程，因为底部 b 只依赖于空间变量 x。 

2.1.4. 斜率限制器 
一般来说，对于间断问题，斜率限制器是必不可少的。在这里，我们使用总变分界(TVB)限制器[35] 

来控制非物理振荡。事实上，我们只根据数值解 ( )( )T
: ,U h huτ τ τ
= 来实现 TVB 限制器步骤，不包括与时

间 t 无关的底部形貌 ( )b xτ 。具体来说，我们需要在单元平均的基础上识别出“坏单元”(即包含间断的

单元)从 ( )1, nW x tτ
+ 在 1nt + 上的 ( ) ( )1 1

, , 1,n n
j jU t U tτ τ

+ +
± 和单元平均值 ( )1

2

1
, , n
j j

U x tτ
± +
+

。 

为了便于说明，我们首先给出一些符号 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1
1 ,,
2

1 1
, 1,

2

1 1
, 1 ,

1 1
, , 1

,

,

,

.

n n
j jj

n n
j j j

n n
j j j

n n
j j j

U U t U t

U U t U t

U U t U t

U U t U t

ττ

τ τ

τ τ

τ τ

− + +

+

− + + +

−

− + +
+ +

− + +
− −

= −

= −

∆ = −

∆ = −







                             (17) 

然后，我们得到下面更新后的值 
( ) ( )
( ) ( )
mod

mod

, , ,

, , ,

j j j j

j j j j

U m U U U

U m U U U

+ −

+ −

= ∆ ∆

= ∆ ∆

 

 

 

 

对(17)中的变量使用 TVB 限制器[35]。这里， ( )1 2 3, ,m a a a 是一个最小模函数 

( ) ( ) ( ) ( )

2
1 1

2
1 2 3 1 1 2 31 3

,                 if ,

, , min ,     if  and ,

0,                  otherwise,
ii

a a M x

m a a a s a a M x s sign a sign a sign a
≤ ≤

 ≤ ∆
= ⋅ > ∆ = = =
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0M > 。单元 jI 被识别为坏单元，只要 

( ) ( )mod mod or .j j j jU U U U≠ ≠ 

     

随后，单元极限值 ( )1
2

1, nj
U x tτ

±
++

被定义为 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
2

1
2

mod mod
1

mod mod
1

, ,

, .

n j jj

n j jj

U x t U U

U x t U U

τ

τ

−
++

+
+−

= +

= −







                             (18) 

最后，根据有限的单元值(18)和单元平均值确定多项式 ( )1, nU x tτ
+ 。 

2.1.5. 一维路径守恒的 ADER-DG 方法的实施步骤 
对于以为方程组(6)，在一个时间区间 )1,n nt t + 内，本文方法的具体步骤如下： 

1) 最初，由 ( ),0xW 得到 

( ) ( )( )
0

,0 ,0  in ,  for 1,2, ,x

x

k k
x j j

k
x k x x I j Nτ

=

= − =∑ 

W W . 

2) 使用递归步(16)，根据 ( ),0xkW 从 ( ), nx tτW 在 nt 处得到 ( ),x tk kW ，并在每个 jΩ 上得到 

( ), ,  for 1,2, ,x t j Nτ = W 。 

3) 根据(13)和(14)构造跳跃项 ( ),D τ τ
− − +W W 。 

4) 用一级公式(9)更新 ( )1, nx tτ
+W 。 

5) 需要时，在 ( )1, nx tτ
+W 上使用 TVB 斜率限制器。 

6) 重复步骤 2)~5)。 

3. 数值结果 

在此，我们用几个典型的算例来证明所提出的方法。在所有的算例中，我们都在近似空间中使用了

二阶以上的时间多项式(即 2k = )。为了保证数值的稳定性，我们取 Courant-Friedrichs-Levy (CFL)数值为

0.18。另外，我们设重力常数 9.812g = 。为了节省空间，由于 Roe 类型方法保持了 W-B 性质，因此我们

只使用带有 Roe 类型跳跃项的方法来呈现数值结果。 

3.1. W-B 性能测试 

首先，我们用一个算例数值证明了 W-B 性质，如[36]。初始条件为 

[ ]0   and   10,     0,10 .u h b x= + = ∈  

数值证明了 Well-balanced 性质。特别是，我们在以下两种不同的底部上进行计算： 

( ) ( )( ) ( )2 4  if 4 8,
5exp 0.4 5    and   

0  else.
x

b x x b x
≤ ≤

= − − = 


 

其中第一个底部是光滑的，而第二个底部是间断的。 
表 2 和表 3 分别给出了在 0.5t = 时根据两种不同的底部地形产生的误差。很明显，所有的误差都在

机器精度的同一量级，故而预期的 W-B 性能是相应实现的。 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.127337


赵晓旭 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.127337 3390 应用数学进展 
 

Table 2. Errors according to the example over the first bottom 
表 2. 根据第一个底部的算例得出的误差 

Precision 
L1 error L2 error L3 error 

h hu h hu h hu 

Single 3.0426E−7 4.3787E−7 1.1571E−7 1.5946E−7 3.2549E−7 2.4293E−7 

Double 1.0534E−15 4.2634E−15 3.5796E−15 1.6422E−15 3.5396E−15 2.7893E−15 
 
Table 3. Errors according to the example over the second bottom 
表 3. 根据第二个底部的算例得出的误差 

Precision 
L1 error L2 error L3 error 

h hu h hu h hu 

Single 4.2451E−7 9.2060E−7 2.2103E−7 6.1686E−7 5.0883E−7 3.0952E−7 

Double 4.6322E−15 6.0178E−15 1.7475E−15 2.3722E−15 2.7528E−15 1.0885E−15 

3.2. 精度测试 

接下来，我们用[36]中的一个算例，以及相应的底部地形和初始条件来证明其准确性。初始条件为 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) [ ],0 5 exp cos 2    and   ,0 sin cos 2 ,    0,1h x x hu x x xπ π= + = ∈  

在底部上 ( ) ( )2sinb x x= π 。 

由于解析解无法得到，我们首先需要在一个 32,000 单元的精细网格上计算这个例子直到 t = 0.1 s，
然后将得到的数值解作为参考。随后，我们计算 t = 0.1 s 时的 L1 误差，并根据参考解得到精度阶数，如

表 4 所示。得到了明显的三阶精度。 
 
Table 4. Errors and accuracy orders for h and hu 
表 4. h 和 hu 的误差和精度阶 

Cells 
h hu 

L1 error Order L1 error Order 

25 7.4757E−5  1.2847E−5  

50 1.4868E−6 2.33 2.3839E−6 2.43 

100 2.7975E−6 2.41 4.1852E−7 2.51 

200 4.7439E−7 2.56 6.6218E−8 2.66 

400 7.3005E−8 2.70 1.0190E−8 2.70 

800 1.0267E−8 2.83 1.4036E−9 2.86 

1600 1.3472E−9 2.93 1.8804E−10 2.90 

3200 1.6723E−10 3.01 2.3670E−11 2.99 

3.3. 稳态水流的扰动 

在这里，我们应用[37]中的一个算例来测试所提出的方法在凹凸形状底部地形捕捉小扰动的能力。初

始数据为 

( )
( )
( )

( )
1    if 1.1 1.2,

,0    and   ,0 0,
1          else,

b x x
h x u x

b x

ε − + ≤ ≤= =
−
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其中 0ε > 作为凹凸的参数 

( ) ( )( )( ) [ ]0.25 cos 10 1.5 1    if 1.4 1.6,
     0,2 .

0                                             else,

x x
b x x

 − + ≤ ≤= ∈


π
 

随着时间的推移，初始扰动分解为两个脉冲，沿两个不同的方向运动，如图 1 所示，与文献[37] [38]
中的数值结果保持高度一致。显然，这两种类型的脉冲都可以很好地分解。 
 

 
Figure 1. Surface level (left) and water discharge (right) at t = 0.2 
图 1. t = 0.2 时的地表水位(左)和水量(右) 

3.4. 矩形底部的溃坝问题 

接下来，我们处理一个溃坝问题[38] [39] [40]，并使用以下初始条件 

( ) ( )
( )
( )

20   if 750,
,0 0   and   ,0

15   else,

b x x
u x h x

b x

 − ≤= = 
−
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在矩形底部上方有 

( ) [ ]
8  if 750 1500 8,

   0,1500 .
0  else,

x
b x x

 − ≤= ∈


 

图 2 分别给出了 15 st = 和 60 st = 时的数值解，表明该方法得到了很好的数值解果，与文献[38] [39] 
[40]中的数值解保持一致。 
 

 
Figure 2. Surface level at t = 15 (left) and t = 60 (right) 
图 2. t = 15 s (左)和 t = 60 s (右)时的表面水平 

3.5. 经过驼峰的稳定水流 

进而，我们使用一个广泛应用的算例来验证该方法[41]。实际上，这个算例是基于初始条件对跨临界

和亚临界流进行建模的 

( ) ( ) [ ],0 0   and   ,0 0.33,     0,25u x h x x= = ∈  

越过驼峰 

( ) ( )( )20.2 0.05 10    if 8 12,

0                                  else.

x x
b x

 − − ≤ ≤= 


 

随后，我们在空间区间的两端施加不同的边界条件，计算到 t = 200 s。此外，我们还展示了精确解[42]
加以比较，从而更直观地验证我们的方法。 
• 算例 A：无激波的跨临界流动 

上游边界的流量 21.53 m shu = ；下游边界的水深 0.66 mh = 。图 3 中的 Case A 的结果表明，数值结

果同实际结果相吻合。 
• 算例 B：带激波的跨临界流动 

上游边界的流量 20.18 m shu = ；下游边界的水深 0.33 mh = 。图 3 中的 Case B 的结果表明，数值结

果与精确解有良好的一致性，无伪震荡。 
• 算例 C：亚临界流 

上游边界的流量 20.18 m shu = ；下游边界的水深 2 mh = 。图 3 中的 Case C 的结果表明，数值解和

精确解的拟合效果良好。 
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Figure 3. Surface level h + b at t = 200 s 
图 3. t = 200 s 时的表面水位 h + b 

3.6. 跨过台阶的溃坝问题 

这里，我们利用一个经过台阶的溃坝算例来测试我们的数值方法，以下算例可以很好地测试所构造

的方法的鲁棒性。 
• 算例 A 

首先，我们使用以下初始数据实现[43]中的算例 

( )( )
( )
( )

[ ]
4,0    if 0,

, ,0       10,10
1,0    else,

x
h u x x

 ≤= ∈ −


 

跨过一个台阶状底部 

( ) 0   if 0,
1   else.

x
b x

≤
= 


 

随着时间的推移，这个算例产生了向左移动的稀疏波向右移动的激波。 
• 算例 B 

初始条件为 

( )( )
( )
( )

[ ]
4,5         if 0,

, ,0       10,10
1, 0.9    else,

x
h u x x

 ≤= ∈ −
−
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在上面相同的底部。随着时间的推移，这个算例发展出两个朝着不同方向移动的冲击。 
• 算例 C 

本算例来自[13]，初始数据为 

( )( )
( )
( )

[ ]
0.75, 9.49365          if 0,

, ,0       15,5
1.10594, 4.94074    else,

x
h u x x

 − ≤= ∈ −
−

 

越过一个台阶 

( ) 0       if 0,
0.2    else.

x
b x

≤
= 


 

• 算例 D 
初始数据为 

( )( )
( )
( )

[ ]
0.75, 1.35624          if 0,

, ,0       10,4
1.10594, 4.94074    else,

x
h u x x

 − ≤= ∈ −
−

 

在与算例 C 相同的底部。 
图 4 为同一网格 200 个单元在 t = 1 时的数值结果，与精确的结果吻合较好。我们可以清楚地发现数

值结果和精确解保持高度一致，并拥有陡峭的间断过渡。 
 

 
Figure 4. Surface level at t = 1 
图 4. t = 1 时的表面水平 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.127337


赵晓旭 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.127337 3395 应用数学进展 
 

4. 结论 

本文针对非保守双曲方程组，提出了一种新的 DG 方法。该方法采用一阶 ADER 方法实现时间离散

化。然后，我们将该方法应用于求解 SWEs。为了实现局部时间的高阶演化，本文采用 DT 过程代替 C-K
过程，由空间膨胀系数递归得到时间膨胀系数。与 C-K 程序相比，DT 程序更简洁，编程更方便。此外，

由于该方法不需要中间阶段，因此需要较少的计算机存储空间，并且不需要求解单元间的广义黎曼问题。

由于该方法具有明确的一步性和紧凑的模板结构，因此它是超级计算机并行计算的理想选择。我们可以

很容易地在空间和时间上进行任意高阶精度，而不需要太多的编码工作。基于 DT 程序。总之，所提出

的方法是一步一步完全离散的。此外，大量的数值结果表明，该方法具有高阶精度、良好的平衡性和对

间断解的良好分辨率。 
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