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摘  要 

本文讨论当已知含测量误差的方差模型存在变点时，对方差变点给出了一个含有调节参数的“CUSUM型

估计量”，研究了方差变点统计量的弱(强)相合性，得到收敛速度。结合“二元分割法”将其推广至多

个方差变点的估计。模拟研究发现含调节参数 ( )0.3 .7,0γ ∈ 的CUSUM型估计量的精确度要优于无调节参

数( γ = 0 )的CUSUM型估计量的精确度。进一步，对原油价格涨跌幅进行实证分析验证了本文方法的有

效性和可行性。 
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Abstract 
This article discusses when it is known that variance models with measurement errors have 
change points, a “CUSUM-type estimator” with adjustment parameters is given for the variance 
change point. The weak (strong) consistency of variance change point estimator is studied, and the 
convergence rate is obtained. It is extended to the estimation of multiple variance change points 
by using binary segmentation method. The simulation results show that the accuracy of CUSUM 
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type estimator with adjustment parameter ( )0.3 .7,0γ ∈  is better than that of CUSUM type esti-
mator without adjustment parameter γ = 0 . Furthermore, the validity and feasibility of this me-
thod are verified by an empirical analysis of the rise and fall of crude oil prices. 
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1. 引言 

方差在统计应用中常常被理解为风险，估计方差变点的发生能够有效地监测风险的变化，避免不必

要的损失。目前关于方差变点模型问题研究已获得一批重要理论成果。例如 Gombay (1996)在独立随机误

差条件下，构造了方差变点累积和(Cumulative Sum，简记 CUSUM)型估计量，并获得变点估计量的极限

分布等重要理论结果[1]；Inclán 和 Tiao (1994)在独立正态随机误差条件下，基于迭代的累积平方和(ICSS)
算法，提出了关于方差变点的检测步骤[2]；Chen 和 Gupta (1997)利用 Schwarz 信息准则(SIC)构造方差变

点 SIC 估计量，并获得估计量的极限分布[3]；Lee 和 Park (2001)、Lee (2003)等将 Inclán 和 Tiao 的结果

扩展到误差由独立随机变量构造的无限移动平均过程[4] [5]；Qin (2017)等同样考虑误差由独立随机变量

构造的无限移动平均过程，获得方差变点 CUSUM 型估计量的强收敛性和迭代算法[6]。陈璐(2019)建立

简单的独立序列模型，构造均值方差变点位置的 CUSUM 型估计量，研究了独立序列均值方差变点估计

问题[7]。房炜杰(2020)研究了方差变点的加权累积和估计的一些极限性质[8]。朱慧敏(2022)基于混合误差

序列，研究方差变点模型 CUSUM 型估计量的相合性问题[9]。 
有关测量误差的方差多变点的估计问题研究较少。因此估计测量误差模型中方差多变点的位置是一

个重要且具有挑战性的统计问题。 
测量误差模型中关于变点的研究，Chang 和 Huang (1997)应用了似然比方法对测量误差模型中变量

Xj的均值是否存在变点进行了检验，并给出了均值变点的极大似然估计[10]。王黎明(2002)应用了似然比

方法对测量误差回归模型中回归系数是否存在变点进行了检验，并给出了回归系数变点的极大似估计

[11]。You (2006)对测量误差模型中回归系数的变点进行了研究[12]。而关于测量误差模型中方差变点的

研究很少，Dong (2013, 2016)分别用特征函数法[13]和非参数的 U 统计量法[14]研究了测量误差模型中的

方差变点的估计量及其收敛速度。 
Horváth 和 Kokoszka (1997)应用 CUSUM 方法对单变量序列中的变点进行估计时，在数值模拟过程

中发现调节参数对变点估计的精确度有显著影响[15]。Fremdt (2013)对单变量序列是否存在变点提出了改

进的 CUSUM 型检验统计量，数据模拟过程发现当调节参数 ( )0,0.5γ ∈ 时变点检验效果更稳健[16]。谭常

春和江敏(2020)利用蒙特卡洛方法研究了 CUSUM 型统计量中调节参数对单变量序列均值变点估计效果

的影响[17]。沙达克提·艾力(2023)对方差变点用特征函数构造了一个含有调节参数的“CUSUM 型估计

量”，研究了方差变点估计量的弱(强)相合性以及收敛速度[18]。本文在 Gombay (1994)的基础上构造含

有调节参数的 CUSUM 型估计量，研究方差变点估计量的相合性以及收敛速度。结合“二元分割法”推
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广至多个方差变点的估计。最后，对 2008 年 1 月~2024 年 1 月原油价格的涨跌幅周数据进行实证分析。 

2. 模型与主要结果 

考虑含有测量误差的方差变点模型： 01 k n≤ < ，假设{ }1 2, , , iX X X 是一组含有一个方差变点的测量

误差模型，观测值满足， 

1 0

2 0

, 1 ;
, 1 .

i
i

i

e i k
X

e k i n
µ σ
µ σ
+ ≤ ≤

=  + + ≤ ≤
                              (1) 

其中： µ 为常数，若 2 2
1 2σ σ≠ ，则未知时刻 0k 称为含测量误差模型中的方差变点。当 0k n= 时，表明不

存在方差变点。 1, , ne e 为独立随机误差序列，满足 0iEe = ， 2 1iEe = ，1 i n≤ ≤ ，方差变点 0k 的 CUSUM
型估计量 k̂ 定义为 

1
arg maxˆ

k
k n

k U
≤ ≤

=                                     (2) 

( ) ( ) ( )
1

2 2

2
1 1

1 1 ,
k n

k i i
i i k
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k n kn
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= = +
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= − − −   −  

∑ ∑                  (3) 

其中
1

1
ii

n X
n

X
=

= ∑ ，且必存在 L，使得 jX L≤ 。 

注：当 0γ = 时，(3)式为 Gombay (1996) CUSUM 型估计量。 
变点位置 0k 和变点估计量 k̂ 取值介于 1 和 n 之间，为研究 0k 与 k̂ 之间的准确性问题，将其转化为研 

究
k̂
n
与 0k

n
之间的相合性问题。不失一般性，假设存在一个整数 ( )0 0,1τ ∈ 满足 [ ]0 0k nτ= ，其中 [ ]x 为 x 取 

整符号。则方差变点位置 0τ 的 CUSUM 型估计量 τ̂ 定为 

1

ˆ 1ˆ arg max .k
k n

k U
n n

τ
≤ ≤

= =                                 (4) 

本节将讨论方差变点 CUSUM 型估计量
ˆ

ˆ k
n

τ = 与 0
0

k
n

τ = 的相合性问题。记 2 2
1 2δ σ σ= − ，且不是一般 

性假设 0δ > 。 
定理 1 考虑方差变点模型(1)，设 , 1, ,jX j n=  是模型(1)的独立的观测值，且该模型中的测量误差

{ }je 的方差在未知时刻 0k 发生改变，则 
(i) 由(4)定义的方差变点的估计量 τ̂ 是 0τ 的弱相合估计，且 ( )0 1ˆlim 0

∞
τ τ

→
− =

n
g n 依概率成立，其中：

( ) ( )
1

12
1g n n n−=  。 

(ii) τ̂ 是 0τ 的强相合估计，且 ( )0 2ˆlim 0
n

g n
∞
τ τ

→
− =  a.s。其中： ( ) ( ) ( )

1 1
12 2

2 logg n n n n
− −=  。 

其中： ( )n 是满足 ( )lim
n

n
→∞

= ∞ 的慢变函数， ( )1g n 与 ( )2g n 是满足 ( )lim jn
g n

→∞
= ∞的非负函数。 

引理 1 [19] (Hoeffding 不等式)假设 0 1jX≤ ≤ ， ( )j jE Xµ = ，
1

1
jj

n X
n

X
=

= ∑ ， ( )E Xµ = ， 

1j ij
jS X
=

= ∑ ，则对于 0 1x µ< < − ， 

( ) ( )( ) { }2

1
max exp 2j jj n

P x P S ESX nx nxµ
≤ ≤

− ≥ ≤ − ≥ ≤ − , 

如果存在着 j ja b≤ ，使得 j j ja X b≤ ≤ ， 1,2, ,j n=  ，那么对任意的 0x > ， 
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特别地，若当 jX L≤ ，则 2j jb a L− = ，那么， 
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定理 1(i)的证明： 
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由切比雪夫不等式，知 
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由中心极限定理知： 
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在(5)式中 ,1kU 和 ,2kU 项相比， ,1kU 是主项。即： ( ),1 1k kU U o= + 。 
当 0k k≤ 时，有： 
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当 0k k> 时，有： 
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由(6)式有： 
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从(6)~(9)式知，当 n 充分大时， 
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1 2, 0 1 , 1 , 0 1f f γγτ τ γ τ τ γ−−= < < = − < < 由拉格朗日中值定理知， 
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k k k k k k k k

k k k kk n

U U U EU EU U EU EU

U EU EU EU
≤ ≤

− ≤ − + + − −

≤ − − +
                   (11) 

结合(10)式，并由 k̂ 的定义知
0ˆ kk

U U≥ ，则有 

0 ˆ0 1
ˆ 2maxk k kk k n

EU EU U EUτ τ τ αδ
≤ ≤

− ≤ − ≤ −                       (12) 

即 0 1
ˆ 2max k kk n

U EUτ τ τ αδ
≤ ≤

− ≤ − 。 

结合(1)和(4)式有， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1

,1 ,1 ,2 ,21

,1 ,1 ,2 ,21 1

2 2 2 2

1 1 1

1 1

1

2

1

2

max

max

max max

1 1max
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k k k kk n k n

k n

i i i ik n i i k

k

ik n i

U EU

U EU U EU
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k n k
n

k

U

X E X X E X
k n k

X
k

n k
X

n

γ

γ

µ µ µ µ

µ µ

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

≤

−

−

≤ = = +

≤ ≤ =

+

 − 
 
 
 − 
 

−

≤ − −

≤ − + −


= − − − − − − − − 


  

− −


+ −

∑ ∑

∑ ( )( ) ( ) ( )( )
1

1 n

i i i
i k

E X X E X
n k

µ µ µ
= +


− − − − − − 

∑

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2 2 2

1 11 1

1 11 1

1 2 3 4

1 1max max

1 12 max 2 max

k n

i i i ik n k ni i k

k n

i i i ik n k ni i k
X

X E X X E X
k n k

X E X X X E X
k n k

I I I I

µ µ µ µ

µ µ

≤ ≤ ≤ ≤= = +

≤ ≤ ≤ ≤= = +

≤ − − − + − − −
−

+ − − + − −
−

+ + +

∑ ∑

∑ ∑



                (13) 

由于 0δ ≠ 以及 0τ ≠ ，所以 

1
0

2max
ˆ

k kk n
U EU

τ τ
ταδ

≤ ≤
−

− ≤  

因此， 

( )0

1

1 2 3 4

ˆ

2max

8 8 8 8

k kk n

P

U EU
P

P P I P I P II

τ τ ε

ε
ταδ

εταδ εταδ εταδ εταδ

≤ ≤

− >

 −
 ≤ >
 
 
       ≤ > + > + > + >       
       

            (14) 

令 i iY X µ= − ，记 2
1k i i

kT Y
=

= ∑ ， 2
1− = +

= ∑n k i k
n

iT Y ，由引理 1，我们有， 
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( )1 1 1

2 2

1

1 1max maxi

k

k kk n i k ni
I Y EY T ET

k k≤ ≤ ≤ ≤=

= − = −∑  

1 1

1

2

1max
8 8

max
8

exp 0, .
2 8

k kk n

k kk n

P I P T ET
k

nP T ET

n n
L

εταδ εταδ

εταδ

εταδ

≤ ≤

≤ ≤

   > = − >   
   

 ≤ − > 
 
   ≤ − → →∞  

   

                    (15) 

同理， 

2 1

1

2

1max
8 8

max
8

exp 0, .
2 8

n k n kk n

n k n kk n

P P T ET
n

I
k

nP T ET

n n
L
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εταδ
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− −≤ ≤

− −≤ ≤

   > = − >   
−   

 ≤ − > 
 
   ≤ − → →∞  

   

                   (16) 

对于 3 4,I I ，由于 X L≤ ，必存在 M > 0，使得 X Mµ − ≤ ， 

( ) ( )( )

( )( )

3 1 1

1 1

2

12 max
8 8

1max
16

exp 0, .
2 16

k
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k
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∑

∑               (17) 

同理， 

( ) ( )( )

( )( )

4 1 1

1 1

2

12 max
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1max
16

exp 0, .
2 16
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i ik n i

k

i ik n i
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P X E X
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∑

∑              (18) 

因此必存在常数 C，有， 

( )
2

0ˆ 4exp 0, .
2
nP n

C
εταδτ τ ε

   − > ≤ − → →∞  
   

 

这意味着 τ̂ 是 0τ 的弱相合估计。由式(15)~(18)进一步可得， 

( )( ) ( )

2

1 0
1

ˆ 4exp .
2
nP g n

Cg n
εταδτ τ ε

   − > ≤ −    
    

                       (19) 
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若 ( ) ( )
1

12
1g n n n−=  时，则有： ( )0 1ˆlim 0

x
g nτ τ

→∞
− = 依概率成立，其中： ( )n 是一个趋于∞的慢变函数。 

定理 1 (ii)的证明：由(19)式知， 

( )( ) ( )

2

2 0
1 1 2

ˆ 4 exp ,
2

n n

i i

nP g n
Cg n
εταδτ τ ε

= =

   − > ≤ −    
    

∑ ∑  

若取 ( ) ( ) ( )
1 1

12 2
2 logg n n n n

− −=  ，则有
( )

2

1
2

exp
2

n
i

n
Cg n
εταδ

=

   − < ∞   
    

∑ ，由 Borel-Cantelli 引理知 τ̂ 几乎

处处收敛到 0τ 。且 ( )0 2ˆlim 0
n

g nτ τ
→∞

− =  a.s。成立。 

3. 含测量误差的方差多变点的估计 

若模型(1)中存在m个变点，且变点个数m已知，则模型(1)转化为 

1 1

2 1 2

1

1

, 1,2, , ;
, 1, , ;

, 1, , ;
, 1, , .

i

i

i

m i m m

m i m

e i k
e i k k

X
e i k k

e i k n

µ σ
µ σ

µ σ
µ σ

−

+

+ =
 + = += 
 + = +
 + = +











                           (20) 

再结合二元分割法将上述方法推广到多变点的情形，则模型(20)中的方差多变点估计具体步骤如下： 
步骤一：对全体数据利用(4)式估计出第一个变点 1̂k ； 
步骤二：变点 1̂k 将数据分成两个子序列，第一部分为

1̂1 2, , ,
k

Y Y Y ，第二部分为
1 1
ˆ ˆ1 2

, , ,
++
 nk k

Y Y Y ，在 
这两段样本内分别计算 ( )

1̂1
max kk k

U t
≤ ≤

和 ( )ˆmax kk k n
U t

≤ ≤
； 

步骤三：比较 ( )
1̂1

max kk k
U t

≤ ≤
和 ( )ˆmax kk k n

U t
≤ ≤

的大小，选择两者中较大的那个，并选择较大的所对 

应的k值，记为 2k̂ ； 
步骤四：重复步骤2和步骤3，直到m个变点被估计出来。 

4. 调节参数γ 的取值对应变点位置估计的影响分析 

为了研究调节参数 γ 对变点估计量的影响，用Matlb软件进行模拟分析，假设变点真实位置 0τ 分别为

0.1,0.2, ,0.9 ，共九种情形，取 1µ = ， 1 1σ = ， 2 2σ = ，调节参数 γ 取值(0, 1)上的格子点，步长为0.01；
重复模拟次数m = 1000；样本容量n选取为1000。 

假设测量误差 , 1,2, ,iX i n=  ，i.i.d~N(0, 1)此处为了方便起见，在给定调节参数 γ 时，记第i次重复的

所得到的变点估计量为 ( )ˆ ,iτ γ ， 1,2, ,i m=  ；取 ( )ˆ ,iτ γ 的均值作为对应调节参数下的变点估计量，并记

为 ( )τ̂ γ ，即 

( ) ( )
1

1ˆ ˆ ,
m

i
i

m
τ γ τ γ

=

= ∑                                  (21) 

图1给出了真实变点位置 0τ 分别在 0.1,0.2, ,0.9 时，调节参数 γ 与变点估计量 ( )τ̂ γ 的关系。 
表1给出了真实变点位置 0τ 分别在 0.1,0.2, ,0.9 时，不同调节参数 γ 下得到的变点估计量的均值

(mean)，标准差(std)，众数(mode)，中位数(median)。 
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Figure 1. When 1 1σ = , 2 2σ = , the relationship between the adjustment parameter γ  and the change point estimator 

( )τ̂ γ  under the change point position 0τ  of different true values 

图1. 1 1σ = , 2 2σ = 时，不同真实值变点位置 0τ 下调节参数 γ 与变点估计量 ( )τ̂ γ 之间的关系 
 
Table 1. The mean, standard deviation, mode and median of the change point estimator given by (21) when the adjustment 
parameter ( )0,0.9γ ∈  and step size is 0.1 

表 1. 调节参数 ( )0,0.9γ ∈ ，步长为 0.1 时，由(21)给定的变点估计量的均值、标准差、众数、中位数 

0 0.1τ =  

     γ       

 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

mean 0.1994 0.1696 0.1427 0.1278 0.1149 0.11500 0.1337 0.1867 0.2786 0.3881 

std 0.1187 0.1008 0.0782 0.0633 0.0520 0.0800 0.1577 0.2615 0.3570 0.4209 

mode 0.1000 0.1000 0.1000 0.1000 0.1000 0.1000 0.1000 0.1000 0.1000 0.1000 

median 0.1530 0.1270 0.1120 0.1080 0.1040 0.1030 0.1020 0.1010 0.1020 0.1010 

0 0.2τ =  

     γ       

 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

mean 0.2371 0.2269 0.2176 0.2137 0.2095 0.2088 0.2192 0.2558 0.3438 0.4537 

std 0.0488 0.0431 0.0295 0.0205 0.0152 0.0389 0.1059 0.1975 0.3039 0.3713 

mode 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 

median 0.2160 0.2100 0.2070 0.2050 0.2040 0.2020 0.2020 0.2020 0.2020 0.2030 

0 0.3τ =  

     γ       

 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

mean 0.3168 0.3147 0.3113 0.3087 0.3076 0.3076 0.3121 0.3445 0.4242 0.5369 

std 0.0244 0.0225 0.0179 0.0143 0.0133 0.0329 0.0698 0.1611 0.2629 0.3298 

mode 0.3000 0.3000 0.3000 0.3000 0.3000 0.3000 0.3000 0.3000 0.3000 0.3000 

median 0.3070 0.3060 0.3040 0.3040 0.303 0.3030 0.3020 0.3020 0.3030 0.3040 
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续表 

0 0.4τ =  

     γ       

 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

mean 0.4097 0.4086 0.4076 0.4076 0.4068 0.4068 0.4124 0.4378 0.5098 0.6224 

std 0.0149 0.0143 0.0112 0.0122 0.0112 0.0222 0.0628 0.1343 0.2267 0.2889 

mode 0.4000 0.4000 0.4000 0.4000 0.4000 0.4000 0.4000 0.4000 0.4000 0.9990 

median 0.4040 0.4040 0.4030 0.4030 0.4030 0.4020 0.4020 0.4030 0.4030 0.4080 

0 0.5τ =  

     γ       

 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

mean 0.5060 0.5061 0.5062 0.5067 0.5067 0.5076 0.5126 0.5358 0.603 0.7026 

std 0.0093 0.0091 0.0105 0.0104 0.0102 0.0247 0.0533 0.1156 0.1947 0.2462 

mode 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.9990 

median 0.5030 0.5030 0.5030 0.5030 0.5030 0.5030 0.5030 0.5030 0.5050 0.5160 

0 0.6τ =  

     γ       

 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

mean 0.6035 0.6035 0.6046 0.6051 0.6056 0.6071 0.6115 0.6350 0.6940 0.7793 

std 0.0065 0.0063 0.0082 0.0091 0.0093 0.0203 0.0426 0.0987 0.1589 0.2030 

mode 0.6000 0.6000 0.6000 0.6000 0.6000 0.6000 0.6000 0.6000 0.6000 0.9990 

median 0.6020 0.6010 0.6020 0.6020 0.6020 0.6030 0.6030 0.6040 0.6070 0.6350 

0 0.7τ =  

     γ       

 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

mean 0.7020 0.7026 0.7034 0.7040 0.7054 0.7069 0.7123 0.7349 0.7864 0.8568 

std 0.0053 0.0062 0.0065 0.0073 0.0088 0.0174 0.0370 0.0798 0.1233 0.1588 

mode 0.7000 0.7000 0.7000 0.7000 0.7000 0.7000 0.7000 0.7000 0.7000 0.9990 

median 0.7010 0.7010 0.7010 0.7020 0.7020 0.7020 0.7030 0.7055 0.7120 0.9600 

0 0.8τ =  

     γ       

 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

mean 0.7997 0.8010 0.8022 0.8031 0.8044 0.8074 0.8138 0.8355 0.8744 0.9136 

std 0.0070 0.0057 0.0064 0.0066 0.0082 0.0140 0.0320 0.0627 0.0836 0.1267 

mode 0.8000 0.8000 0.8000 0.8000 0.8000 0.8000 0.8000 0.8000 0.9990 0.9990 

median 0.8000 0.8010 0.8010 0.8010 0.8020 0.8030 0.8040 0.8060 0.8210 0.9780 
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续表 

0 0.9τ =  

     γ       

 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

mean 0.8894 0.8983 0.9009 0.9026 0.9042 0.9077 0.9146 0.9300 0.9435 0.9500 

std 0.0240 0.0092 0.0059 0.0065 0.0081 0.0143 0.0386 0.0357 0.0718 0.1264 

mode 0.900 0.9000 0.9000 0.9000 0.9000 0.9000 0.9000 0.9000 0.9990 0.9990 

median 0.899 0.9000 0.9010 0.9010 0.9020 0.9030 0.9040 0.9110 0.9375 0.9835 

注1：从图1和表1中我们都可以发现，当变点位置靠近端点( 0 0.1,0.9τ = )时，变点估计值与真实值之间有一定的偏差； 

注2：当 ( )0.3,0.7γ ∈ 时，变点估计量与真实值最接近，都优于无调节参数( 0γ = )时的情况； 

注3：当 1 1σ = ， 2 3σ = 时的模拟，跟上述模拟效果相差不大，由于篇幅限制，不再列出图表解释了。 

5. 实证分析 

基于上述模拟结果，选取调节参数 ( )0.3,0.7γ ∈ ，以 2008 年 1 月~2024 年 1 月原油价格的涨跌幅周

数据(数据来源于 https://cn.investing.com)作为研究对象，结合“二元分割法”并应用含有调节参数的

“CUSUM 型估计量”对原油价格涨跌幅的方差变点进行估计，样本量 832n = 。首先应用(4)式含有调

节参数的“CUSUM 型估计量”对这 832 个原油价格涨跌幅数据进行方差变点估计，得到变点的估计值

见表 2 所示，得到的变点估计值都是 60，所对应的实际时间是 2009 年 2 月 28 日，出现变点的原因时

美国次贷危机出现，宏观经济拉低了原油的需求，导致 2008 年油价暴跌。OPEC 于 2008 年 9、11、12
月均宣布减产，这个减产幅度尚不足以抵消过剩，加之刺激经济的政策在短时内还未能显现作用，宏

观经济依旧疲软，因此至 2009 年 1~2 月，油价延续了这一周期的下行趋势，跌入该周期低位，因此价

格出现波动。 
 
Table 2. The first variance change point estimated by CUSUM estimators under different adjustment parameters γ  and 
corresponding actual time 
表 2. 不同的调节参数 γ 下 CUSUM 型估计量估计的第一个方差变点的估计值及对应的实际时间 

变点对应的实际时间 调节参数 γ 的取值 变点估计值 k̂  

2009年2月22日 0.3 60 

2009年2月22日 0.4 60 

2009年2月22日 0.5 60 

2009年2月22日 0.6 60 

2009年2月22日 0.7 60 

 

应用“二元分割法”，变点60 (即2009年2月22日)将2008年1月~2024年1月原油价格涨跌幅的832个
周数据一分为二，得到2008年1月~2009年2月和2009年3月~2024年1月两个子序列，由于2008年1月~2009
年2月的样本量少，不作为研究对象。应用(4)式含有调节参数的“CUSUM型估计量”对2009年3月~2024
年1月进行方差变点估计，样本量为771，得到的方差变点估计值见表3所示。对应的实际时间为2020年
2月23日，出现变点的原因主要是2020年初，全球疫情的爆发使得原油再度暴跌。 
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Table 3. The second variance change point estimated by CUSUM estimators under different adjustment parameters γ  and 
corresponding actual time 
表 3. 不同的调节参数 γ 下 CUSUM 型估计量估计的第二个方差变点估计值及对应的实际时间 

变点对应的实际时间 调节参数 γ 的取值 变点估计值 k̂  

2020年2月23日 0.3 575 

2020年2月23日 0.4 575 

2020年2月23日 0.5 575 

2020年2月23日 0.6 575 

2020年2月23日 0.7 575 

 
图2给出了2008年1月~2024年1月原油价格的涨跌幅周数据的方差变点(红线所示)，这与实际情况相符。 

 

 
Figure 2. Variance change point of weekly data on the rise and fall of crude oil prices from January 2008 to January 2024 
图2. 2008年1月~2024年1月原油价格涨跌幅周数据的方差变点 

6. 结论 

本文对含有测量误差的方差变点模型构造了含有调节参数的 CUSUM 型估计量，并研究了方差变点

估计量的相合性和收敛速度，结合“二元分割法”推广至多个方差变点的情况。模拟发现，当 ( )0.3,0.7γ ∈
时变点估计量与真实值最接近而且明显优于无调节参数( 0γ = )时的情况。并进一步应用含有调节参数的

CUSUM 型估计量对原油价格涨跌幅的方差变点进行了实证分析，结果表明基于调节参数 CUSUM 型估

计量得到的方差变点与实际相符。 
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