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摘  要 

本文对新工科背景下线性代数教学改革进行了初步探索，强调了线性代数教学需要与实际应用紧密结合，

与各专业跨学科交叉融合，引入计算机技术以及多元化的教学模式。我们以线性代数中矩阵的奇异值分

解在图像压缩算法中的应用作为一个教学案例，展示了这种教学改革思想的一个具体实践。 
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Abstract 
This paper makes a preliminary exploration of linear algebra teaching reform under the back-
ground of “Emerging Engineering Education”, emphasizing the close combination of linear algebra 
teaching and practical application, interdisciplinary integration with various majors, and the in-
troduction of computer technology and diversified teaching modes. Specifically, we take the ap-
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plication of singular value decomposition of matrixes in image compression as a teaching case to 
demonstrate the practice of this teaching reform idea. 
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1. 引言 

“新工科”(Emerging Engineering Education，简称 3E) [1]是为了适应工业 4.0 时代的需求而进行的工

科教育体系改革，它旨在培养具备跨学科合作能力、综合素质、实践导向和创新精神的工科人才，以适

应快速变化的科技和产业发展。2010 年以来，以数字化、自动化、智能化和网络化为主要特征的第四次

工业革命的兴起对传统的工程教育模式提出了挑战。为此，美国国家科学基金会(NSF)于 2015 年提出了

新工科教育倡议，这个倡议在全球范围内引起了广泛关注，中国在新工科教育改革方面也积极响应。2016
年，教育部发布了《高等学校新工科专业教育指导性意见》，提出了新工科教育改革的目标和原则。从

此，中国各高校纷纷通过调整课程体系、优化教学方法、促进跨学科融合、加强实践环节等方式积极开

展新工科教育改革的试点项目。作为“新工科”教育改革的重要组成部分，数学教育在培养学生的科学

思维、分析能力和问题解决能力方面发挥着关键作用。而线性代数作为数学的重要分支之一，是许多工

程学科的基础和核心课程。“新工科”背景下，线性代数课程的教学内容、教学模式和教学资源也亟需

进行深入的改革和创新，以更好地培养适应现代工程和科学领域需求的优秀人才。 

2. 线性代数在工科教育中的重要地位 

线性代数在科学技术的每个领域都发挥着基础性的重要作用，比如结构力学中的载荷与位移及相容

性问题、电子电路分析、计算机视觉中的相机校准与立体图像拼接、控制优化问题、机器学习中的主成

分分析与支持向量机[2]、机械及热力学中的有限元分析、数据拟合问题等等，上述问题大多数都可转化

为线性代数中矩阵方程或矩阵特征值问题。除此之外，一些非线性系统也常通过线性化方法转化为线性

问题并利用线性代数的理论加以处理，比如对非线性电路的二极管放大器进行小信号线性近似。瑞典数

学家 Lars Garding 在其数学科普名著《Encounter with Mathematics》[3]中写道：“如果不熟悉线性代数的

概念，像线性性质、向量、线性空间、矩阵等等，要去学习自然科学，现在看来就和文盲差不多，甚至

可能学习社会科学也是如此。”线性代数作为高度抽象化、结构化及概括性的学科，为科学技术的各个

领域提供了具有普适性的底层思维工具，卓有成效的线性代数教学能有力培养学生的科学思维、创新能

力、跨学科交叉融合能力和科技实践能力。 

3. 线性代数教学的现存弊端及教学改革探索 

然而线性代数的抽象性对工科学生来说是把双刃剑。一方面由于抽象凸显了本质，而高度概括性又

提供了跨学科桥梁，使得线性代数成为强大的理论与思维工具。另一方面，线性代数的抽象性和形式化

特点造成学生在学习及应用线性代数时往往存在严重困难，传统的线性代数教学模式偏重于理论形式化
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推导的倾向则加剧了这一问题。以下将从几个方面分析传统线性代数教学存在的常见弊端，并提出相应

的教学改革策略。 
1) 传统的线性代数教学常常直接罗列定义、定理、证明，只注重整个理论框架的简洁和逻辑上的自

洽与完备，却缺少直观和对来源的阐释，把建立理论体系的思维和探索的痕迹擦拭得一干二净。学生并

不理解为什么这样定义，也不知道它们有什么用处，整个学科在学生眼中就是一些不明所以的规则以及

由枯燥的形式逻辑建立起来的定理的集合，这些对学生而言是缺乏意义的。数学应该是有整体图像感的。

为改善这种情况，教育者应该结合线性代数的发展历史、认识论，联系实际应用，并通过问题导向的教

学，引导学生理解每个概念和理论的发现与建立的动机、思维过程及核心思想，使学生不仅知其然更知

其所以然，对整个学科有个整体的把握，并且能举一反三。此外，通过可视化工具、几何解释和实例演

示等方法，帮助学生建立对向量、矩阵和线性变换等抽象概念理论的直观形象的理解。 
2) 传统的线性代数教学往往缺乏与实际问题的联系，导致学生无法将抽象的概念与实际应用场景相

结合，从而学习的兴趣和动力不足，且不能用所学到的知识灵活地分析解决实际问题。为了培养具备高

度专业能力的新工科人才，线性代数教学需要与实际应用紧密结合，在对不同专业本科生实施线性代数

课程教学过程中要有针对性地引入丰富的科学技术和工程应用中典型的实际案例，引导学生认识到线性

代数在工程和科学领域中的普遍应用和重要性，让学生能够将线性代数的概念和方法运用到实际问题中，

激发学生的学习兴趣和动力，增强其科学与创新能力。 
3) 随着科学和工程领域的发展，学科之间的交叉融合越来越重要。线性代数作为数学的一门基础

学科，在计算机科学、物理学、生物学等其他学科中都有重要的应用，但传统的线性代数教学往往将其

孤立地呈现，缺乏与其他学科的融合，这导致学生无法意识到线性代数与其他学科的紧密关联，限制了

他们跨学科交叉融合能力的发展。我们应该通过跨学科的教学设计，将线性代数与工程、物理、计算机

科学等其他学科的内容结合起来，培养学生的跨学科思维和综合应用能力。例如，线性代数的矩阵运算

和向量空间可以与计算机图形学的算法相结合，让学生在学习线性代数的同时也了解其在计算机图形学

中的应用。 
4) 传统的线性代数教学往往只强调概念理论和人工计算，这已经无法充分满足现代工程和科学领域

的需求，我们应当引入计算机辅助线性代数教学，在教学中使用 Python 等编程语言以及 MATLAB 等现

代数学软件与仿真工具。首先，通过引入计算技能，学生可以可视化抽象概念，深入理解线性代数的基

本原理；其次，计算技能使学生能够将线性代数应用于数据分析、图像处理、机器学习和优化等等现实

世界的问题，培养他们在现代行业中解决挑战的能力；除此之外，计算工具提供了复杂计算的高效和准

确解决方案，使学生能够专注于概念理解，而不是繁琐的人工计算。 
5) 学生的学习需求和背景各不相同，但传统的线性代数教学往往采用单一的教学模式，无法满足学

生的个性化需求。同时，缺乏互动性的教学方式也限制了学生的参与和主动性。为了解决这一问题，我

们可以采用个性化教学方法，根据学生的不同水平和兴趣提供不同的教学资源和活动，并通过讨论、小

组合作等方式活跃学生思维，增加学生之间和学生与教师之间的互动。此外，可通过引导学生进行探究

式学习或者设计实际问题与任务，增强学生对线性代数的理解与应用能力及创新能力。 
6) 传统的线性代数教学往往缺乏实践环节。为了改善这一问题，我们应该引入实践性的学习活动，

设计一系列与线性代数相关的小型工程技术项目案例，例如图像处理、信号过滤、数据分析等。通过这

些实践项目，学生能够在实际应用中运用线性代数的知识和技巧，从而深入理解线性代数的概念和方法。

举个例子，在图像处理项目中，学生可以运用线性变换和矩阵运算来实现图像的平移、旋转、缩放等操

作。这样的实践经验将帮助学生提升应用抽象的线性代数理论分析解决实际问题的能力。此外，应该鼓
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励学生参与与线性代数相关的竞赛和挑战，如机器学习竞赛、数学建模比赛等，通过这些竞赛和挑战，

学生解决复杂问题的综合能力以及创新思维和团队合作能力均可获得卓有成效的锻炼。 

4. 一个具体的教学案例：矩阵的奇异值分解及其在图像压缩中的应用 

本节中我们将展示基于上述线性代数教改理念的一个具体教学案例：矩阵的奇异值分解及其在图像

压缩中的应用。图像处理涉及对图像进行分析、处理和恢复，而线性代数提供了一种强大的工具来处理

图像数据[4]。在图像处理中，图像通常被表示为一个二维矩阵或者多维张量。每个像素的颜色或灰度值

可以表示为矩阵或张量的元素。线性代数中的矩阵运算和向量运算可以应用于图像的处理过程中。 
以下是线性代数应用于图像压缩和恢复的一个具体的例子。图像压缩是将图像数据表示为更小的数

据集，以减少存储空间或传输带宽，其中一个常用的图像压缩算法是奇异值分解(Singular Value De-
composition, SVD) [5]，其数学原理陈述如下。 

对于一个实对称矩阵 A，其特征值为实数且特征向量构成正交矩阵，可以将 A 进行如下的特征值分

解 ： 
T= ΛA V V                                          (1) 

其中 ( )1 2diag , , , nλ λ λ=Λ  为特征值矩阵， 1 2, , , nλ λ λ 为一组实特征值且 1 2 , nλ λ λ≤ ≤ ， 1 2, , , nv v v 为相

应的单位长度特征向量， , 1, 2, ,i i iv v i nλ == A ，这些特征向量是正交的，即 0,i jv v i j=⋅ ∀ ≠ ，它们构成

特征向量矩阵 [ ]1 2, , , nv v v= V 。 
奇异值分解则是将这一分解性质推广到任意矩阵，即对任意的m n× 阶矩阵 A，总存在一个奇异值分

解： 
T= ΣA U V                                          (2) 

其中 

( ) ( )T
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r 为矩阵 A 的秩，U 是一个m m× 阶正交矩阵，其列向量被称为左奇异向量，U 的前 r 列构成矩阵 A
的列向量组所张成的向量空间的一组正交基，U 的第 1r + 至 m 列则构成矩阵 A 的左零空间的一组正交基；

Σ是一个m n× 阶对角矩阵，其对角线上的元素称为奇异值，且 1 2 rσ σ σ≥ ≥ ；V 是一个 n n× 阶正交矩

阵，其列向量被称为右奇异向量，VT表示 V 的转置，VT的前 r 行(即 V 的前 r 列)构成矩阵 A 的行向量组

所张成的向量空间的一组正交基，VT的第 1r + 至 n 列则构成矩阵 A 的零空间的一组正交基。 
由 

( )( )TT T T T T= =Σ Σ ΣΣAA U V U V U U                               (6) 
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与 

( ) ( )TT T T T T= =Σ Σ Σ ΣA A U V U V V V                               (7) 

知，对称阵 ATA 与 AAT具有相同的特征值，其平方根就是 A 的奇异值，AAT的特征向量就是 A 的左奇异

向量，ATA 的特征向量就是 A 的右奇异向量。 
在图像压缩中，使用 SVD 来实现图像的降维和压缩的具体步骤如下： 
1) 将图像表示为一个矩阵：将图像的每个像素视为矩阵中的一个元素，将图像表示为一个m n× 阶矩

阵 A。 
2) 对矩阵 A 进行奇异值分解： T= ΣA U V 。 
3) 通过选择合适的截断阈值来压缩图像数据：我们保留奇异值较大的部分(因为较大的奇异值对应

着矩阵的主要能量或信息)，并将其他较小的奇异值设置为零。这相当于在奇异值矩阵 Σ中仅保留前 k
个奇异值，并将剩余的奇异值设置为零，如此得到压缩后的奇异值矩阵，记为 kΣ ，这样就减小了图像

数据的维度。根据压缩的要求，选择保留的奇异值个数 k，显然 k 越大，压缩的清晰度越好，但压缩率

就越大。 
4) 图像恢复：使用压缩后的奇异值分解进行图像恢复。通过将 U、 kΣ 和 VT相乘，我们得到一个新

的矩阵 Â，表示恢复的图像数据，即， ˆ T
k= ΣA U V 。 

这个例子展示了线性代数在图像压缩和恢复中的具体应用。通过奇异值分解，我们可以降低图像数

据的维度并实现压缩，然后使用压缩后的奇异值分解来恢复原始图像。 
SVD 图像压缩的 python 代码如下： 
import numpy as np  
from PIL import Image  
def compress_image (image_path, compression_ratio):  
image = Image.open (image_path).convert(’L’)  # 打开图像并转换为灰度图像  
image_array = np.array(image)   
U, s, Vt = np.linalg.svd (image_array, full_matrices=False) #对图像矩阵进行奇异值分解  
k = int (compression_ratio * min(image_array.shape))  #压缩率  
U = U[:, :k]  #选择前 k 个奇异值  
s = s[:k]  
Vt = Vt[:k, :]  
S = np.diag (s)  #构造奇异值矩阵  
compressed_image_array = U @ S @ Vt  #压缩后的图像矩阵 
 # 创建压缩后的图像对象  
compressed_image = Image.fromarray (compressed_image_array.astype (np.uint8))  
return compressed_image  
image_path = ’image_path’  #自定义图像路径和压缩率  
compression_ratio = 0.5  
compressed_image = compress_image (image_path, compression_ratio)  #压缩图像  
compressed_image.save (’compressed_image_path’)  #保存压缩后的图像  
我们通过运行该代码，把网上随机找的一张大熊猫的图片进行压缩，当选择不同的奇异值个数(也就

是选择不同压缩率)时图片压缩效果分别如图 1(a)至图 1(d)所示： 
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(a)                 (b)                 (c)                  (d) 

Figure 1. (a) Original image; (b) 70% compression; (c) 50% compression; (d) 10% compression 
图 1. (a) 原图；(b) 压缩率为 70%；(c) 压缩率为 50%；(d) 压缩率为 10% 

5. 结语 

本文对新工科背景下线性代数教学改革进行了初步探索。为了培养具备综合能力和创新精神的未来

科技人才，线性代数教学的内容和模式需要进行有效的革新，线性代数教学需要与科学技术领域的具体

应用紧密结合，并与各专业进行跨学科交叉融合。同时，线性代数教学也需要紧跟计算机技术的发展趋

势，与时俱进。我们以线性代数中矩阵的奇异值分解在图像压缩算法中的应用作为教学案例，展示了这

种教学改革思想的一个具体实践。未来，我们需要进一步探索如何更加有机地将线性代数与其他学科结

合，设计更多应用领域的教学案例。此外，我们还将关注教学评估的有效性，以确保教学目标的实现。 
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