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Abstract 
In many practical applications, due to the data acquisition time, dose, and geometric constraint 
scanning, only in a limited Angle range, various data is available to acquire. It is the so-called 
few-view problem. In recent years, the Total Variation (TV) minimization model, using alternating 
direction method (ADM) in sparse optimization algorithm shows better reconstruction results 
among these TV-based algorithms. However, Isotropic TV minimization based algorithms for few- 
view reconstruction has not so good accuracy and there is further improvement to achieve. Aiming 
at this problem, Anisotropic TV minimization algorithm is proposed in this paper. The algorithm is 
based on ADM and uses sparse optimization theory. Experimental results demonstrate that the 
proposed method compared with Isotropic TV minimization algorithm, has higher reconstruction 
accuracy and a more excellent comprehensive performance. 
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摘  要 

由于受数据采集时间、照射剂量、成像系统扫描的几何位置等因素的约束，计算机断层成像(CT)技术目

前只能在有限角度范围或在较少的投影角度得到数据，这些都属于不完全角度重建问题。图像重建问题

中的总变分(Total-Variation, TV)最小化模型使用基于交替方向法(alternating direction method, ADM)
的稀疏优化算法能够在不完全角度的图像重建中获得较优的重建结果。然而，在极稀疏的角度数量下，

各向同性TV最小化算法的重建精度不是很理想，存在进一步改善空间。本文针对该问题，通过基于稀疏

优化的交替方向方法推导基于各向异性TV最小化的CT图像重建算法。实验结果表明，在稀疏角度重建中，

本文提出的基于各向异性TV最小化重建算法与各向同性TV最小化重建算法相比，在稀疏性保持良好的

基础上，重建精度上存在优势，综合性能方面表现更优异。 
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1. 引言 

计算机断层成像(CT)技术是一种利用图像重建算法计算得到物体的内部信息的透视成像技术。由于

所采用的解析算法对数据完整性有较高要求，在不完全角度重建问题中，解析算法得到的重建结果不是

很理想。所以，通常会考虑对数据完整性要求较低的迭代算法。但是迭代算法在占用存储空间和运算时

间方面远不如解析算法。另外，对于缺失投影角度较多的不完全角度问题，传统迭代算法如ART算法[1]
等，得到的重建结果也不令人满意。 

近年来，压缩感知(Compressive Sensing, CS)理论[2]-[4]的提出及发展极大地促进了 CT 图像重建算

法的进步。CS 理论利用信号、信息的稀疏性，使信号采集能力、信息处理能力极大提升。2006 年，提

出 CS 理论的 Candes 等人[2]首次提出了将带有约束的总变分(Total-Variation, TV)最小化模型应用于图像

重建的想法，并得到了效果非凡的重建结果。 
将基于交替方向法的稀疏优化算法应用于TV最小化模型能够得到较优的求解结果。其中最经典的两

类方法分别是Split Bregman(SB)方法[5]和基于增广Lagrangian函数的ADM算法[6]。2011年，Vandeghinste
等人[7]在CT图像重建中运用了SB方法，并得到了比ASD-POCS(Adaptive Steepest Descent-Projection Onto 
Convex Sets)算法更好的重建效果。另外，在对收敛性验证方面，2012年Deng和Yin [8]对一般的ADM方

法证明了全局收敛性及线性收敛速度。2013年Chen和Xu [9]对应用于CT图像重建的线性SB方法证明了其

收敛性。 
在重建精度、收敛性能等方面，基于ADM的求解方法存在明显优势，使用优化理论的求解技巧对其

求解过程进行改进后，算法性能、收敛度可进一步得到提高，然而在保证图像稀疏性良好的情况下，当

投影角度数量更少时，各向同性TV最小化的重建效果还不太理想，需要进一步完善。本文针对该问题，

提出了一种基于各向异性TV最小化的重建算法。通过仿真实验验证了该算法的性能，并通过对比实验证

明了基于各向异性TV最小化重建算法与基于各向同性TV最小化重建算法相比，在收敛精度，综合性能方
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面表现更理想。 

2. 基于各向异性 TV 最小化算法的设计与实现 

2.1. 压缩感知理论下的图像稀疏表示 

2006 年 Donoho[3]，Candes 和 Tao[2] [4]共同提出了 CS 理论，近年来在压缩图像、医学图像、数模

转换、雷达成像、天文学、通信等领域都得到应用[10]。相对于传统的从频域中获取数据重构图像的方法，

CS 理论有着不同的性质，即只需要通过少量的样本点就能够精确地重构原来的图像[11]。 
CS 理论的基本结论为：对一个稀疏的离散信号，只需知道这个信号的部分频域取值，就能以高概率

精确恢复这一信号。具体的恢复方式是通过求解一个凸规划实现的，该规划的目标函数为此信号的 l1 范

数最小，约束条件由已知的频域取值得到。具体形式表示为如(1)所示。 

( )
1

min

ˆˆ. .

N
N

lg C t
g g t

s t g f

∈ ∈

Ω Ω
=

∑

                                     (1) 

其中 g 为待恢复的 N 维实信号， ˆĝ f
Ω Ω
= 为约束条件， f̂

Ω
为测量得到的 g 的频率采样值。 

然而，通常情况下，对于实际的图像函数，往往并不是稀疏的，这就需要通过稀疏变换的方式使其

在变换域稀疏，进而利用 CS 理论求解。对于图像的稀疏变换，最常用的是离散余弦变换(discrete cosine 
transform, DCT)和离散小波变换(discrete wavelet transform, DWT)，人们熟知的 JPEG 和 JPEG2000 图像压

缩格式就分别利用了这两种变换。除此之外，在图像处理领域，还有一种非常知名的变换，广泛应用于

多种模型之中，这就是离散梯度变换或差分变换，该变换的使用通常以总变分(Total-Variation, TV)最小

化的形式出现。在使用 TV 时，又可以分为各向同性 TV 和各向异性 TV，都通过离散梯度变换产生，定

义如下如(2)所示。 

( )( ) ( )( )2 21 2
2

iso
i i iTV

i i
D D D= = +∑ ∑f f f f                            (2) 

( ) ( )( )1 2
1

aniso
i i iTV

i i
D D D= = +∑ ∑f f f f                              (3) 

其中 ( ) ( )( )1 2;i i iD D D= 表示对图像的第 i 个像素进行水平和竖直方向差分的差分算子矩阵，对应的就是在第

i 个像素上的离散梯度变换。不难看出两种 TV 的定义方式，所获得的稀疏性是相同的。 
图 1 展示了对同一副图像，各种稀疏变换所得图像的稀疏性。其中图 1(a)是 256 × 256 的 Shepp-Logan

体模，图 1(b)是 DCT 变换后，将变换系数的绝对值大于最大值 1%的点置 1；其余置 0 的结果；图 1(c)
是 DWT 变换后的结果，图 1(d)是离散梯度变换后将非 0 元素置 1 的结果。从图中可以明显的看出，对于

该图像的离散梯度变换能够获得非常良好的稀疏性。与此同时，CS 理论的研究成果也表明 TV 最小化模

型能够在图像重建中取得较好的效果。而各向异性 TV 虽然在稀疏性上与各向同性 TV 相同，但在对图像

的适应能力及优化的综合性能方面较各向同性 TV 仍存在优势。因此，本文主要对各向异性 TV 最小化重

建算法进行研究，并比较其与各向同性 TV 算法的重建性能差异。 

2.2. 基于各向异性 TV 最小化算法的设计与实现 

大多数迭代型重建算法通常采用线性方程组来描述成像问题，对成像模型离散化之后得到如(4)所示

的模型。 
.W=p f                                          (4) 
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(a) 体模                                (b) DCT 

 
(c) DWT                                 (d) TV 

Figure 1. Schematic diagram of sparse transformed 
图 1. 稀疏变换后稀疏性示意图 

 
其中 f 表示被重建物体， p表示投影向量，W 表示投影系统矩阵。 

对上述问题加入 TV 最小化的目标，得到公式(5)：  

* arg min

. . .

TV

s t W

=

=
f

f f

p f
                                     (5) 

使用各向异性 TV 的定义方式： 1iTV
i

D= ∑f f 。其中， iD 表示沿方向 i 的差分算子矩阵。 

对(5)式使用变量代换进行变形，得到公式(6)： 

2

1
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2
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i
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λ− +
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                                   (6) 

最小化其对应的增广 Lagrangian 函数，得到公式(7)： 

22

1

1min .
22 i i ii

i

uD zW z
ρ

λ − +− + + 
 

∑ fp f                         (7) 

使用 ADM，该问题的求解转化为“f-子问题”和“z-子问题”交替求解，得到公式(8)： 
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算法最终形式为公式(9)所示。 
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其中 M + 表示矩阵 M 的 Moore-Penrose 伪逆。 

3. 实验结果 

3.1. 稀疏性及采样条件分析 

本文采用仿真数据对算法性能进行研究，重建对象为 256 × 256 的 Shepp-Logan 体模，在稀疏角度重

建实验中，需要对精确重建所需的投影角度数量进行估计，首先要对图像的稀疏性进行估计。 
稀疏重建实验中扫描与重建基本参数在表 1 中列出，其中不包含投影角度数量，我们需要对其数量

变化所带来的性能影响进行研究。对于待重建体模，其稀疏性为 2184，利用 CS 理论中精确重建必要条

件对方程数量的要求，角度数量的下界应为(2184 × 2 + 1)/512 = 8.533，因此本文重建实验角度选择从 10
开始递增。 

3.2. 仿真数据重建 

对本文提出算法进行锥束圆轨迹不完全角度采集的仿真实验进行验证，采集角度选择 360 度范围内

均匀分布的 10 个角度，同时使用各向同性 TV 最小化算法进行对比。两种算法迭代 1000 轮的重建结果

在图 2 中展示。从图 2 中可以看出，两种算法的重建结果都未能达到理想的重建质量。两种算法重建结

果的均方根误差(root mean squared error, RMSE)在表 2 中列出，从表 2 可以看出，各向异性 TV 最小化算

法在重建精度上优于各向同性算法。 
 

Table1. Simulation experiments scanning and reconstruction parameters 
表1. 仿真实验扫描与重建参数 

参数 取值 

探测器单元数量 512 

探测器单元尺寸 0.127 mm 

光源到探测器距离 2000 mm 

光源到旋转轴距离 4000 mm 

重建规模 256 × 256 

像素尺寸 0.127 × 0.127 mm2 
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(a)                                    (b) 

Figure 2. 10 angle reconstruction results (a) the results of the isotropic TV re-
construction algorithm; (b) the results of the anisotropic TV reconstruction algo-
rithm 
图 2. 10 角度重建结果 (a) 各向同性 TV 算法重建结果；(b) 各向异性 TV 算

法重建结果 
 

Table 2. RMSE of reconstruction results at different angles 
表2. 不同角度下重建结果均方根误差比较 

角度数量 
RMSE 

各向同性 各向异性 

10 0.0803 0.0668 

12 0.0180 1.136e−3 

14 0.0264 9.453e−4 

16 1.164e−3 8.123e−4 

18 7.482e−4 1.160e−3 

 
而后采集角度选择 360 度范围内均匀分布的 12 个角度，两种算法迭代 1000 轮的重建结果在图 3 中

展示。从图 3 中可以看出，本文提出的各向异性 TV 最小化算法在重建质量上优于各向同性算法。图 4
展示两种算法 14 个角度下的重建结果，仍然可以看出各向异性算法重建质量具有优势。两种算法重建结

果的均方根误差也在表 2 中列出，可以看出各向异性算法已经达到了较高的重建精度。 
最后采集角度选择 360 度范围内均匀分布的 16 和 18 个角度，在图 5 中展示 16 角度下两种算法迭代

1000 轮的重建结果。从图 5 中可以看出，两种算法都达到了非常理想的重建质量。两种算法重建结果的

均方根误差也在表 2 中列出，可以看出两种算法均已达到较高的重建精度。 
通过表 2 对两种算法的重建精度进行整体比较，不难发现，各向异性 TV 最小化算法在各个角度下

整体精度优于各向同性算法。特别是 12 角度和 14 角度的重建结果表明，各向异性算法能够在更少的角

度数量下达到理想的重建精度。文献[12]对有限角度情况下各向异性与各向同性算法的性能差异进行了研

究，也表明各向异性算法更有优势。 
以上所有实验中算法全部于 Matlab2013b 环境下运行，运行平台为 AMAX Tesla 工作站：Intel Xeon 

E5520 CPU 2.27 GHz 和 24 GB 内存。由于算法表达形式相似，运行时间方面几乎不存在差异。 

4. 结论 

本文针对稀疏角度重建问题，提出了一种各向异性 TV 最小化重建算法，该算法利用 ADM 推导迭代 
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(a)                                   (b) 

Figure 3. 12 angle reconstruction results (a) the results of the isotropic TV 
reconstruction algorithm; (b) the results of the anisotropic TV reconstruction 
algorithm 
图 3. 12 角度重建结果 (a) 各向同性 TV 算法重建结果；(b) 各向异性

TV 算法重建结果 
 

  
(a)                                   (b) 

Figure 4. 14 angle reconstruction results (a) the results of the isotropic TV 
reconstruction algorithm; (b) the results of the anisotropic TV reconstruc-
tion algorithm 
图 4. 14 角度重建结果 (a) 各向同性 TV 算法重建结果；(b) 各向异性

TV 算法重建结果 
 

  
(a)                                   (b) 

Figure 5. 16 angle reconstruction results (a) the results of the isotropic TV 
reconstruction algorithm; (b) the results of the anisotropic TV reconstruc-
tion algorithm 
图 5. 16 角度重建结果 (a) 各向同性 TV 算法重建结果；(b) 各向异性

TV 算法重建结果 
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算法框架，子问题求解简单易行，能够获得较好的收敛性质和重建效果。在极稀疏的角度数量下，本文

利用仿真实验验证了所提出的算法性能，并与各向同性 TV 算法进行了对比。实验结果表明，本文提出

算法能够在稀疏角度重建中使用极少的投影角度获得优异的重建效果。此外，对比实验结果也表明各向

异性 TV 最小化算法在重建精度上确实比各向同性算法存在优势，特别是获得较高重建质量所需的投影

角度数量更少。这些都将成为算法在实际数据的稀疏角度重建中充分发挥效能的潜在优势。 
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