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摘  要 

为在徐变等效弹性方法中精确考虑时间变化的影响，提出考虑配钢的混凝土徐变换算弹性模量。用徐变

换算弹性模量表示等效后的材料特性，用徐变调整系数ψ考虑配钢和荷载递增变化影响，反映了时间变

化的徐变影响。考虑滞后弹性应变的修正，基于徐变微分本构推导了ψ的计算公式，影响因子包括徐变

系数、加载龄期、计算时间和配钢系数，配钢系数为对称钢筋混凝土与型钢混凝土的统一模式。相比现

有弹性模量直接折减一半方法或者有效模量法，考虑了配钢和变量荷载工况，为计算徐变重分布应力补

充了一种更为精确的简化计算方法。计算表明：对于轴向徐变，不考虑配钢和荷载的变量工况，结果偏

于不安全。为ψ的进一步简化提供了理论依据。 
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Abstract 
To accurately consider the influence of time variation in the creep equivalent elasticity method, a 
concrete creep-transformed elastic modulus considering steel reinforcement is proposed. Using 
creep to convert elastic modulus to represent equivalent material properties, using creep adjust-
ment coefficient ψ considering the influence of steel reinforcement and increasing load changes, it 
reflects the creep effect of time changes. Considering the correction of the delayed elastic strain, 
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the calculation formula of the ψ is derived based on the creep differential constitutive relation, 
and the influence factors include the creep coefficient, the loading age, the calculation time and 
the steel distribution coefficient. The steel distribution coefficient is a unified model of symme-
trical reinforced concrete and steel reinforced concrete. Compared to the existing method of di-
rectly reducing the elastic modulus by half or the effective modulus method, it considers steel 
reinforcement and variable load conditions, providing a more accurate simplified calculation me-
thod for calculating creep redistribution stress. The calculation shows that for the axial creep, the 
result is unsafe if the steel and the load increasement are not taken into account. It provides a 
theoretical basis for further simplification of ψ. 
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1. 引言 

持续荷载作用下，混凝土在初始变形的基础上，随着时间推移会产生新的变形增加(徐变)。徐变有自

由、约束徐变。纯混凝土静定结构产生的是自由徐变。结构中混凝土，受到钢筋或钢材约束，产生的是

约束徐变。徐变除受时间(加载龄期、计算龄期)、混凝土自身因素(如水胶比、骨料)的影响，还受钢筋或

钢材等约束的影响。 
为简化计算，工程中常用混凝土弹性模量折减一半的方法考虑徐变[1]，这种处理方式简便易行，但

较为粗糙，没有考虑钢筋或钢材约束的影响，对早龄期加载、环境干燥、持荷时间长等情况偏于不安全，

而情况相反时又偏于保守，因此须有更精确的简化计算方法。这对徐变敏感结构尤为重要，如斜拉桥悬

臂法施工过程中收缩徐变的影响[2]；高层建筑结构收缩徐变引起混凝土核心筒与外部钢框架之间的竖向

变形差问题[3]，在施工过程中楼层重力荷载逐步加载，可能出现数值分析迭代不收敛等难题。若要精确

计算徐变较为复杂，目前研究主要采用数值方法[4]。文献[5]基于徐变积分本构给出了一种随着时间逐步

迭代计算较为精确的数值方法，文献[6]给出了钢筋混凝土轴心、偏心受压柱收缩徐变对最小配筋率影响

的数值方法。为此，本文考虑配钢影响，以及混凝土受常量、变量荷载作用，对徐变换算弹性模量的设

计参数开展了解析法研究，基于徐变微分本构关系推导了徐变调整系数 ψ的计算公式，为 ψ的进一步简

化提供了理论依据。 

2. 纯混凝土的徐变换算弹性模量 

2.1. 考虑滞后弹性应变的修正 

自 1937 年 Dischinger [7]首次应用以来，采用徐变微分本构关系在工程结构中应用广泛，其优点是能

够推导出各种徐变问题的解析解，将徐变非线性有限元数值分析转化为弹性分析。Dischinger 法仅需一条

徐变系数曲线(母曲线)，便可得到不同加载龄期的全部曲线。换句话说，Dischinger 法中徐变系数时间自

变量仅有计算时间(t)，省去了加载龄期(t0)。 
通常徐变系数模型包括 t、t0 两个自变量，如按照 MC2010 [8]徐变系数模型，假定加载龄期分别为

28、60 天，可以得到两条曲线，1000 天徐变系数分别为 1.47、1.2 (见图 1)，可将其设定为精确解(因为
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MC2010 是在实验数据回归分析后得到的模型，经历了 30 多年各种版本的修正，在世界范围内获得了较

多的认可)。然而在实际工程中，结构中的混凝土应力总是不断变化，应力增量对应的加载龄期在不断变

化，徐变系数与加载龄期之间是非线性关系，解析分析难度大。如果将加载龄期省去，则可以推导出各

种徐变效应的解析解，由此 Dischinger 法应用具有重要意义。如图 1 所示，将加载龄期 28 天的 MC2010
曲线作为母曲线，向下平移，得到龄期 60 天的 Dischinger 法曲线。 
 

 
Figure 1. Creep coefficient curve 
图 1. 徐变系数曲线 

 
显然，Dischinger 法曲线低估了晚龄期加载混凝土的徐变。应用叠加原理时，如果应力递减变化，

Dischinger 法会高估徐变，如果应力递增变化则会低估徐变。 
为此，Rüsch 对此进行了改进，考虑滞后弹性应变对弹性模量和徐变系数进行了修正[9]。Rüsch 依据

混凝土徐变的卸载试验结果，将徐变分为滞后弹性应变和徐塑应变两个部分，滞后弹性徐变系数为 0.4，
徐塑徐变系数与 Dischinger 法相同。这样，将 Dischinger 法曲线向上平移 0.4，便得到了 Rüsch 法曲线，

如图 1 所示。从图 1 可以看出，Rüsch 法曲线与 MC2010 曲线吻合较好。MC2010 曲线是基于试验数据回

归得到的模型，应用广泛，精度较高。因此，有必要推导基于 Rüsch 法的混凝土弹性弹性模量和徐变系

数的修正后的公式。 
滞后弹性应变发展较快，一般在 3 个月内完成，如图 1 所示 90 天之后，Rüsch 法曲线与 MC2010 曲

线几乎重合。因此，在力学分析时可将滞后弹性应变与瞬时弹性应变合并计算，剩下的徐塑应变按照徐

变微分本构计算[10]。 
滞后弹性应变约为 0.4 倍瞬时弹性应变( ( )0c tε , t0为加载龄期)，合并后弹性应变为 ( )01.4 c tε ，这相当

于将混凝土弹性模量(Ec)进行了折减，折减修正后混凝土弹性模量 

1.4
c

c
EE′ =                                         (1) 

徐变是混凝土在压应力作用下随着时间发展所增加的变形，徐变后混凝土应变( ( )c tε )与时间(t)之间

的关系为： 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0,c c ct t t t tε ε ε ϕ= +                                (2) 

其中，φ为徐变系数。 
则考虑滞后弹性应变修正后徐变系数为 
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2.2. 常量荷载情况的有效弹性模量 

钢筋混凝土桥梁等结构自重较大，恒载徐变计算是最重要的一种工况。将混凝土徐变构件等效为一

种弹性材料，是工程结构实用计算的重要方法。用徐变换算弹性模量表示等效后的材料特性，则可以按

照弹性方法计算应变，当荷载为常量时应变表示为 

( ) ( )
0

c
c c

Nt
E t A

ε =                                      (4) 

其中，徐变换算弹性模量 ( )c cE t Eγ ′= ，徐变折减系数
( )0

1
1 ,t t

γ
ϕ

=
′+

，N0为轴力，Ac为横截面面积，如图

2 所示。 
 

 
Figure 2. Calculation diagram 
图 2. 计算简图 

 
需要说明的是，式(4)也就是有效模量法，由此说明有效模量法的假定有：① 荷载为常量；② 对象

是没有考虑配钢的纯混凝土。本文是在有效模量法的基础上进一步考虑变量荷载和配钢的影响。 

2.3. 考虑变量荷载的弹性模量修正 

结构中的混凝土除了受到恒载作用，还受随时间变化的荷载作用。荷载随着时间单调递增变化是一

种重要的工况，如逐步增加的楼层重力荷载、超静定结构徐变引起的次内力。此工况如图 3 所示可以假

定与徐变系数成线性关系，即 

( ) ( )0 0,N t k t tϕ′=                                          (5) 

其中，系数 k 是常量。 
 

 
Figure 3. Load time relationship 
图 3. 荷载与时间关系 

 
应变与荷载和徐变系数两个变量有关，按照徐变微分本构，应变的微分增量为荷载的微分增量与徐

变系数的微分增量之和，即有 
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( ) ( ) ( ) ( )0 0 0
1 1 ,c

c c

d t dN t N t d t t
E E

ε ϕ′= +
′ ′

                              (6) 

按照定解条件( 0t t= , ( )0 0c tε = )得 

( ) ( ) ( )0
01 0.5 ,c

c c

N t
t t t

E A
ε ϕ′ = + ′

                                 (7) 

因此，弹性模量折减系数 



( )0

1
1 0.5 ,t t

ψ

γ
ϕ

=
′+

                                      (8) 

其中，弹性模量调整系数 ψ反映了荷载单调递增变化对折减系数的影响。 

3. 考虑配钢的弹性模量修正 

3.1. 常量荷载的情况 

钢筋或钢材是影响徐变的主要因素。混凝土在应力作用下产生徐变，钢不产生徐变，混凝土徐变受

到钢的阻碍产生相互约束力。仅考虑轴向徐变时截面配钢可进行如图 4 所示的简化。配钢系数为对称钢

筋混凝土与型钢混凝土的统一模式。 
 

 
Figure 4. Simplified diagram of section steel arrangement 
图 4. 截面配钢简化图 

 
按照徐变微分本构关系，有 

( ) ( ) ( ) ( )0
0,cr cr c sr

c c c c s s

dN t N t N dN t
d t t

E A E A E A
ϕ

+
′+ =

′ ′
                           (9) 

其中，混凝土重分布轴力 Ncr与钢重分布轴力 Nsr是一对相互作用力， ( ) ( )cr srN t N t= − ，混凝土徐变前轴

力 ( )0 01c sN Nα= − ，钢徐变前轴力 0 0s sN Nα= ，配钢系数 s s
s

c c s s

E A
E A E A

α =
′ +

。 

按照定解条件( 0t t= , ( )0 0crN t = )得 

( ) ( )( )0,
0 1 e s t t

cr cN t N α ϕ′−= − −                                (10) 

混凝土徐变后轴力 ( ) ( )0st s srN t N N t= + ，则有 

( ) ( ) ( ){ }0,
01 1 e s t t

st s sN t Nα ϕα α ′− = + − −                            (11) 

又，弹性模量折减系数 

( )
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则，反映配钢影响的徐变调整系数为 
( )

( )
0,

0

e 1
,

s t t

s t t

α ϕ

α
ψ

ϕ

′ −
′

=                                      (13) 

3.2. 变量荷载的情况 

考虑荷载单调递增变化(式(3))，式(7)改写为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
0,cr c cr c sr

c c c c s s

dN t dN t N t N t dN t
d t t

E A E A E A
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+ +
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混凝土徐变后轴力 

( )
( )

( )
( )

( )( )0

2
,
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1
1 1 e

,
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N t
N t t t
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′
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则，考虑配钢、荷载单调递增变化两个因素之后的徐变调整系数为 

( ) ( )( ) ( )0,
0

1
,1 1

1
e s t t

ss
t tα ϕ ϕα

ψ
α′− ′−

−
−

=                              (16) 

4. 算例 

已知某混凝土柱，截面 40 cm × 40 cm，徐变系数为 2。混凝土弹性模量 Ec = 3 × 104 N/mm2，钢弹性

模量 Es = 2.1 × 105 N/mm2。考虑滞后弹性应变，修正后弹性模量 4 22.14 10  N mmcE′ = × ，修正后徐变系

数 ( )0, 1.14t tϕ′ = 。考虑配钢筋(8 25, As = 39.27 cm2)和配型钢(HW-250 × 250 × 9 × 14, As = 92.18 cm2)两种

情况。 
如果不考虑配钢，常量荷载情况的弹性模量折减系数为 0.47 (按照式(4)计算)，变量荷载为 0.64 (按照

式(8)计算)。考虑配钢，从表 1 知弹性模量折减系数均小于 0.5，变量荷载工况、含钢率大情况折减更为

显著。 
 

Table 1. Calculation results 
表 1. 计算结果 

设计参数 配钢筋 配型钢 

配钢率 ρ 2.45% 5.76% 

常量荷载 
徐变调整系数 ψ 1.12 1.24 

弹性模量折减系数 γ 0.44 0.41 

变量荷载 
徐变调整系数 ψ 1.73 2.2 

弹性模量折减系数 γ 0.34 0.28 

 
对应 ψ 和 γ，常量荷载与变量荷载相差较大，如果按照常量荷载得到的 ψ 和 γ 计算，会低估徐变影

响，结果偏于不安全。因此在徐变换算弹性模量进一步简化中，须考虑变量荷载和配钢的影响。 

5. 结语 

结构中混凝土应力随着时间变化差异大，而徐变系数模型基于的是常应力徐变实验，有效模量法假
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定也是常量荷载工况。而结构中混凝土应力随着时间变化较大，尤其是预应力混凝土结构按照常量荷载

工况偏差较大。另外，钢和混凝土具有不同的流变力学弹性，钢符合胡克定律，混凝土除了弹性应变，

还有随着时间变化的徐变和收缩，结果将产生随时间变化的应力和变形。因此，在有效模量法的基础上

进一步考虑变量荷载和配钢的影响，推导了修正后的弹性模量公式。相比现有弹性模量直接折减一半方

法或者有效模量法，考虑了配钢和变量荷载工况，补充了一种更为精确的简化计算方法。 
将滞后弹性应变从徐变中剥离出来，与瞬时弹性应变合并考虑，与试验结果吻合，修正之后按照徐

变微分本构推导了徐变换算弹性模量设计参数(ψ, γ)的计算式。计算结果表明对于轴向徐变，不考虑配钢

和变量荷载，结果偏于不安全。 

基金项目 

国家自然科学基金地区科学基金项目“预应力连续组合梁收缩徐变效应的计算方法研究”(项目编号：

51868034)。 

参考文献 
[1] Gilbert, R.I. and Ranzi, G. (2011) Time-Dependent Behaviour of Concrete Structures. Spon Press, Abingdon. 

https://doi.org/10.1201/9781482288711  
[2] Hoffman, I.S., Lazzari, B.M., Campos, A., et al. (2022) Finite Element Numerical Simulation of a Cable-Stayed Bridge 

Construction through the Progressive Cantilever Method. Structural Concrete: Journal of the FIB, 2, 23. 
https://doi.org/10.1002/suco.202100662  

[3] 张望喜, 谭泽腾, 薛凯. 钢框架-核心筒结构考虑施工影响的收缩徐变分析[J]. 建筑结构, 2015, 45(20): 46-51. 

[4] 张望喜, 谢宏涛, 王雄, 等. 基于 ABAQUS 考虑钢筋影响的混凝土构件收缩徐变分析[J]. 重庆大学学报, 2019, 
42(11): 64-78. 

[5] 陈旭, 章胜平, 莫南明, 等. 组合梁截面重分布力的 Volterra 积分方程[J]. 铁道学报, 2019, 41(4): 142-150. 
[6] Kim, C.S. and Gong, Y. (2018) Numerical Investigation of Creep and Shrinkage Effects on Minimum Reinforcement 

of Concentrically and Eccentrically Loaded RC Columns. Engineering Structures, 174, 509-525. 
https://doi.org/10.1016/j.engstruct.2018.07.032  

[7] Dischinger, F. (1937) Untersuchungen über die Knicksicherheit, die Elastische Verformung und das Kriechen des 
Betons bei Bogenbrücken. Der Bauingenieur, 3, 33-34. 

[8] Fib (2013) Model Code for Concrete Structures 2010. Ernst & Sohn, Berlin. https://doi.org/10.1002/9783433604090  
[9] Rüsch, H., Jungwirth, D. and Hilsdorf, H.K. (1983) Creep and Shrinkage: Their Effect on the Behavior of Concrete 

Structures. Springer-Verlag, New York. https://doi.org/10.1007/978-1-4612-5424-9  

[10] 陈旭, 章胜平, 王春华, 等. 钢-混连续组合梁的徐变等温法[J]. 公路交通科技, 2021, 38(5): 73-80. 

https://doi.org/10.12677/hjce.2023.127112
https://doi.org/10.1201/9781482288711
https://doi.org/10.1002/suco.202100662
https://doi.org/10.1016/j.engstruct.2018.07.032
https://doi.org/10.1002/9783433604090
https://doi.org/10.1007/978-1-4612-5424-9

	考虑配钢的混凝土徐变换算弹性模量
	摘  要
	关键词
	Creep-Transformed Elastic Modulus of Concrete Considering Steel
	Abstract
	Keywords
	1. 引言
	2. 纯混凝土的徐变换算弹性模量
	2.1. 考虑滞后弹性应变的修正
	2.2. 常量荷载情况的有效弹性模量
	2.3. 考虑变量荷载的弹性模量修正

	3. 考虑配钢的弹性模量修正
	3.1. 常量荷载的情况
	3.2. 变量荷载的情况

	4. 算例
	5. 结语
	基金项目
	参考文献

