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Abstract 
In this paper, the chaotic behavior of a permanent magnet synchronous motor (PMSM) with non- 
uniformity-air-gap is analyzed. Based on Pontryagin minimum principle, an optimal controller is 
developed to stabilize the chaotic system. Otherwise, an adaptive controller is designed by such 
PMSM system with multi unknown parameters according to Lyapunov stability theory and an 
adaptive regulating law of unknown parameters estimation is given to estimate the parameters 
values. Finally, numerical simulation based on MATLAB show that the effectiveness of our method. 
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摘  要 

本文针对一类非均匀气隙的永磁同步电机(PMSM)系统模型，分析了其混沌行为。基于Pontryagin极小

值原理，设计了最优控制器。此外，根据Lyapunov稳定性理论，设计了PMSM系统的自适应控制器，给

出了多参数未知的PMSM参数估计的自适应律。最后，基于MATLAB的数值仿真证明了本文方法的有效

性。 
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1. 引言 

永磁同步电机(PMSM)因为其具有高功率密度、大转矩惯量比和高效率，在当今电力传动系统中得到

了广泛的应用[1]。但是由于 PMSM 的非线性强耦合特性加上各种非线性因素的干扰使得其控制器设计十

分困难，并且其在一些特定的参数和工作条件下会呈现混沌行为[2]。针对这些问题国内外专家将一些非

线性控制方法应用到 PMSM 的控制上，如：自适应控制[3]，状态反馈线性化控制[4] [5]，变结构控制[6]，
模型预测控制[7]，反演控制[8]以及最优控制[9]等等。其中自适应控制因为易于和其他控制方法相结合，

且便于处理不确定参数，而最优控制以其和实际工程联系紧密从而受到广泛的重视。但是在使用自适应

控制时，现有研究较多的仅对于含有一个或两个不确定参数 PMSM 模型进行控制器设计，对于多参数不

确定的 PMSM 系统研究较少；而对于最优控制，在设计控制器时则较少考虑当系统处于混沌行为的情况。 
本文首先分析了 PMSM 的数学模型，以及其系统的动态行为，利用分岔图和相图分析模型的混沌行

为。然后选取参数使系统处于混沌状态并设计最优控制器；对具有三参数于不确定且处于混沌状态下的

PMSM 系统设计自适应控制器并用李雅普洛夫方法证明了其稳定性。最后采用数值仿真的方法证明了两

种方法的正确性。 

2. 永磁同步电机的数学模型及分析 

在转子磁场定向坐标系(d-q 坐标系)中，PMSM 的电压平衡方程如下[10] 

d s d d p r q

q s q q p r d

u R i n

u R i n

ψ ωψ

ψ ωψ

= + −
 = + −





                                (1) 

转矩平衡方程如下： 

d
d

e lr
r

T TB
t J J J
ω

ω= − −                                   (2) 

其中 di ， qi 和 du ， qu 分别是定子电流矢量和钉子电压矢量的 dq 分量； sR 是定子电阻； pn 是极对数； J
是转子惯量；B 是阻尼系数； rω 是转子角速度； lT 是负载转矩； d qψ ψ 是磁链的 dq 分量； eT 是电机输出

转矩；φ 是永磁铁的磁通量。且有： 

( )3
2

d d d

q q q

p
e q d q d q

L i
L i

n
T i L L i i

ψ φ
ψ

φ

= +

=

 = + − 

                              (3) 

由(1) (2) (3)可得如下 PMSM 的状态方程： 
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                        (4) 

当 d qL L= 时方程所描述的是均匀气隙的 PMSM，否则就是非均匀气隙的 PMSM。经适当变换，状态

方程(4)可以写成如下形式 
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

 

上述的非均匀气隙 PMSM 模型(5)是一个非线性系统，在一些特定参数下会出现复杂的混沌行为[10] 
[11]。 

系统参数取值为 1 6.45τ = ， 2 7.125τ = ， 3 1τ = ， 12.70dv = − ， 2.34qv = ， 0.525LT = ， 1.516ρ = ， 16σ =

时，以参数η为例进行混沌行为分析，当该参数变化时，系统的状态变量分岔图如图 1 所示。 
如图可见当参数 2.5η < 系统的动态行为呈现明显的混沌状态，当取参数 1.8η = 时，系统的相图如图

2 所示，为了表示本文方法对混沌系统的有效性，之后的数值仿真均在 PMSM 此混沌状态下进行分析。 
永磁同步电机的平衡点可以通过解如下方程来得到[12] 

1 2 3 3

1 3 2

1 2 1 3

0
0

0

x x x x
x x x

x x x xρ σ η

− − − =
 − =
 + − =

                                  (6) 

即可视为电机在断电无负载情况下运行，其中参数的取值为 

2.34, 12.70, 0.525, 1.516, 16, 1.8q d Lv v T ρ σ η= = − = = = =  

解得如下平衡点 
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Figure 1. PMSM bifurcation diagram 
图 1. PMSM 分岔图 

 

 

Figure 2. State phase diagram when the PHM is in a chaotic state 
图 2. PMSM 处于混沌状态时的状态相图 

 

[ ]
[ ]
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[ ]
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= − ∗ − − ∗
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因为其余平衡点均为虚数点，且平衡点 E1 又具有较强的工程现实意义，因此我们主要对平衡点 E1
进行分析。 
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3. 非均匀气隙 PMSM 的最优控制 

在系统参数已知的时候，使用 Pontryagin 极小值原理(PMP)可以将 PMSM 控制到其平衡点。为了对

PMSM 使用最优控制，将控制器 1 2 3, ,U U U 加入系统方程如下所示 

1 1 1 2 3 3 1

2 2 1 3 2 2

3 3 1 2 1 3 3

q

d

L

x x x x x v U

x x x x v U

x x x x x T U

τ

τ

τ ρ σ η

= − − − + +


= − + +
 = + − − +









                             (7) 

在给定的有限时间 0, ft  内，将其系统变量控制到平衡点，其边界条件如下 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

0 0 ,

0 0 ,

0 0 ,

f

f

f

x x x t x

x x x t x

x x x t x

= =

= =

= =

                               (8) 

其中 ( )1 2 3, ,x x x 即为系统平衡点，最优性能指标函数定义如下 

( ) ( ) ( ){
}

0

22 2
1 1 1 2 2 2 3 3 3

2 2 2
1 1 2 2 3 3
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2

d

ft

t
J x x x x x x

U U U t
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β β β
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+ + +

∫
                    (9) 

其中 ,α β 均为正常数。使用 Pontryagin 极小值原理(PMP)，相对应的哈密尔顿函数可以写成 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
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   
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哈密尔顿协态方程如下 
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从方程(10) (11)可得 
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系统的控制方程为 ( )0 1,2,3
i

H i
U
∂

= =
∂

，由此可得控制量为 

( )1,2,3i
i

i

U iλ
β

= =                                   (13) 

由方程(12) (13)即可得到使得(7)在 0 , ft t  间满足性能函数(9)最小化的轨线。 

4. 非均匀气隙 PMSM 的自适应控制 

针对方程(5)中的参数 , ,ρ σ η 在许多情况下都是未知参数，可以使用自适应控制的方法来使得 PMSM
达到平衡点。加入自适应控制器后的模型如下所示： 

1 1 1 2 3 3 1

2 2 1 3 2 2

3 3 1 2 1 3 3

q

d

L

x x x x x v U

x x x x v U

x x x x x T U

τ

τ

τ ρ σ η

= − − − + +


= − + +
 = + − − +









                            (14) 

和方程(7)类似，其中 1 2 3, ,U U U 均为待设计的自适应控制器， , ,ρ σ η为未知参数。设系统的平衡点为

( )1 2 3, ,x x x ，则控制律可写为如下形式： 

( )( )

( )( )

( )( )

1 1 2 3 3 1 1 1
1

2 2 1 3 2 2 2
2

3 1 2 1 3 3 3 3
3

1

1

1 ˆ ˆˆ

q
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L

U x x x x v l x x

U x x x v l x x

U x x x x T l x x

τ

τ

ρ σ η
τ

= + + − − −

= − − − −

= − − + + − −

                       (15) 

自适应律为 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

3 3 1 2 4 1

3 3 1 5 1

3 3 3 6 1

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

x x x x l

x x x l

x x x l

ρ ρ ρ

σ σ σ

η η η

= − − − −

= − − − −

= − − − −







                             (16) 

在上述两个方程中 ( )1,2,3,4,5,6il i = 为正常数， 1 1 1, ,ρ σ η 为未知常数的估计值， ˆ ˆˆ, ,ρ σ η 是未知常数的

自适应计算值。由方程(14) (15) (16)即可通过自适应控制将参数未知的 PMSM 模型(5)控制到平衡点。 
下面证明其稳定性，定义如下所示的李雅普洛夫函数 

( ) ( ) ( )22 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 3 3 3

1
2

V x x x x x xτ τ τ ρ σ η = − + − + − + + + 
                  (17) 

其中 , ,ρ σ η  为未知参数估计值和自适应计算值之差，如下所示 

1

1

1

ˆ
ˆ

ˆ

ρ ρ ρ
σ σ σ
η η η

= −
= −
= −







 

方程(17)所示的李雅普洛夫函数的导数为 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3

1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 ˆ ˆˆ

V x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

τ τ τ ρρ σσ ηη

τ τ τ ρρ σσ ηη

= − + − + − + + +

= − + − + − + + +

 

       

 

    

                (18) 

将方程(14) (15) (16)代入到(18)可得 
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( ) ( ) ( )
( )( )

22 2
1 1 1 2 2 2 3 3 3

3 3 1 2 1 3 ˆ ˆˆ

V l x x l x x l x x

x x x x x xρ σ η ρρ σσ ηη

= − − − − − −

+ − + − + + +



 

    

                      (19) 

将(16)代入可得 

( ) ( ) ( )22 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 5 6V l x x l x x l x x l l lρ σ η= − − − − − − − − −

                  (20) 

很明显 0V ≤ 因此该方法的稳定性得以证明。当 t →∞时，状态变量稳定至平衡点，未知参数误差

, ,ρ σ η  收敛至零。 

5. 数值仿真 

为验证本文控制方法的有效性，对上述两种控制方法进行数值仿真。首先对模型(5)采用最优控制方

法进行仿真，控制器采用方程(13)中所示的最用控制器。在时间 [ ]0,6 内系统状态的初始值和最终值分别

取为 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 3

1 1 1

0 5, 0 5, 0 5

6 0, 6 0, 0 0

x x x

x x x

= = =

= = =
 

系统各参数取值分别为 

1 2 36.45, 7.125, 1,
12.70, 2.34, 0.525,

1.516, 16, 2.8
d q Lv v T
τ τ τ

ρ σ η

= = =

= − = =

= = =

 

正常数取值 ( )10, 5, 1,2,3i i iα β= = = ，仿真结果如图 3 和图 4 所示。 
可以看到在控制器作用下状态变量沿着满足性能指标的最优轨迹收敛到平衡点。 
然后我们对模型(5)在采用自适应控制的情况下进行仿真，系统参数的取值与上面一样，但这里的参

数 , ,ρ σ η均为未知参数，因此我们将未知参数的估计值分别取为 1 2ρ = ， 1 20σ = ， 1 2η = ，系统的初始

值取为 [ ]5,5,5 。在控制律(15)和自适应律(16)下对系统(14)进行仿真，其中 ( )1, 1,2,3,4,5,6il i= = 仿真结果

见图 5 和图 6。 
 

 
Figure 3. Optimal control state variable graph 
图 3. 最优控制状态变量图 
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Figure 4. Control amount chart of optimal control 
图 4. 最优控制控制量图 

 

 
Figure 5. Optimal control state variable graph 
图 5. 最优控制状态变量图 

 

 
Figure 6. Optimal control parameter error plot 
图 6. 最优控制参数误差图 
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如图可以看到在控制器的作用下，系统状态变量迅速趋于平衡点，且系统未知参数和自适应律解出

的参数之间的误差也逐渐趋于零点，说明该控制方法对多未知参数的 PMSM 系统可以达到期望的控制效

果。 

6. 结论 

本文给出非均匀气隙永磁同步点击混沌系统的一种最优控制和一种自适应控制的方法。在对永磁同

步电机混沌行为进行分析的基础上，采用 Pontryagin 极小值原理设计了系统处于混沌情况下的最优控制

控制器，采用 Lyapunov 方法设计多参数未知的 PMSM 系统的自适应控制器并证明其稳定性，最后的

MATLAB 数值仿真证明了方法的有效性。 
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