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Abstract 
Based on Weierstrass’ approximation theorem, the mathematical principle of a nonlinear regres-
sion model which can be approximated by a polynomial regression model is interpreted, and then 
the general method of converting the multivariate nonlinear regression analysis into the multiva-
riate linear regression analysis is introduced. To show the practicability and validity, a practical 
application example is given. 
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摘  要 

基于Weierstrass逼近定理，阐释了将一般非线性回归模型近似为多项式模型来处理的数学原理，从而引

入了把多元非线性回归分析转化为多元线性回归分析的一般方法，并且通过实际应用案例分析表明该方

法的实用性和有效性。 
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1. 引言 

众所周知，在许多实际问题中都需要用量化的方法研究两个(或多个)变量之间存在的关系，即根据变

量的观测值近似地建立表达变量间关系的曲线(或广义曲面)方程，也就是所谓的曲线(或曲面)拟合问题。 
运用统计分析方法，近似地建立变量间的数学方程式，检验和比较一个或一组变量对所关注的变量

的影响程度，进而用一个或一组变量的变化，解释、预测和控制所关注变量的变化，这就是所谓的回归

分析。在回归分析中，所关注的变量称为因变量，记作 y ；而影响因变量变化的另一个或一组变量称为 
自变量或影响变量，记作 x 或 1 2, , , px x x 。根据自变量的个数，可以把回归分析划分为一元的或多元的。

回归模型表达如下： 

( )1 2, , , py f x x x ε= +
 

其中 ε 是均值为零的正态随机变量，表示随机误差。当 ( )1 2, , , pf x x x
是 p元线性函数时，则称为 p元线

性回归模型；当 ( )1 2, , , pf x x x
是 p 元非线性函数时，则称为 p 元非线性回归模型。回归分析的首要任

务就是要根据样本值(或观测值)确定多元函数 ( )1 2, , , pf x x x
的具体数学表达式，从而得到回归方程： 

( ) ( )1 2ˆ , , , py E y f x x x= = 
. 

对于此类问题，数理统计学所提供的常用和成熟的数据分析工具是线性回归分析理论和方法。但是

在实际问题中，因变量 y 和影响变量 1 2, , , px x x 之间往往并不存在显著的线性相关关系，而多是非线性

相关关系。通常的处理方法是借助其它信息或专业知识，预知非线性函数 ( )1 2, , , pf x x x
的函数类型，

然后通过适当的变量替换，将非线性回归模型转化为线性回归模型来研究。当 1p = 时，即对于一元回归

模型而言，这一方法比较容易实现。首先通过观察确定相关点 ( ),i ix y 集中在一条什么样的曲线附近来预

判一元非线性函数 ( )f x 的函数类型，然后通过适当的变量替换转化为一元线性回归模型来处理。然而，

当 2p ≥ 时，即对于多元非线性回归模型来说，这种方法很难实行，从而难以事先确定多元非线性函数

( )1 2, , , pf x x x
的函数类型。因此，如何选择合适的多元非线性回归模型是个值得研究的问题，而

Weierstrass 逼近定理提示我们，很多情况下可以近似为多项式模型。 

2. Weierstrass 逼近定理 

通常所指的 Weierstrass 逼近定理有两个，一个是多项式函数列逼近定理，另一个是三角函数列逼近

定理。我们这里主要介绍 Weierstrass 第一逼近定理，其表述如下(相关细节可参见 Rudin [1])： 
定理[1]。设 ( )1 2, , , pf x x x

是定义在有界闭区域 pD R⊂ 上的连续函数，则对任给的 0ε > ，都存在 p

元多项式 ( )1 2, , , pp x x x
，使得对一切 ( )1 2, , , px x x D∈

一致地成立 
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( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,p pf x x x p x x x ε− <  . 

3. 多元多项式回归模型 

根据 Weierstrass 逼近定理知，任一多元连续函数 ( )1 2, , , pf x x x
都可以近似为多项式函数 

( )1 2, , , pp x x x
，因而，一般的多元非线性回归模型就可以近似为如下多元多项式回归模型来研究： 

( )1 2, , , py p x x x ε= +
 

而上述多元多项式回归模型又可以通过适当的变量替换转化为多元线性回归模型来研究。 

4. 应用案例分析 

下面给出上述方法的一个实际应用案例分析，问题源于全国大学生数学建模竞赛的赛题(参见[2])，
但是为了避免繁琐的细节冲淡主题，我们对原题进行了简化和改编。 

4.1. 问题：农作物施肥效果分析 

在土豆生长期间，施用不同量的氮肥(N)和钾肥(K)，得到土豆产量交叉实验结果见下表。求土豆产量

与施肥量之间的关系。 
 

序号 N (kg) K (kg) 产量 y (t) 

1 210 280 57 

2 210 360 46 

3 210 440 58 

4 260 280 55 

5 260 360 51 

6 260 440 63 

7 310 280 58 

8 310 360 52 

9 310 440 70 

 

首先，为了计算方便，对数据作中心标准化处理，即令 

1
260

50
Nx −

= ， 2
360

80
Kx −

=  

这里 260 和 360 是中位数，50 和 80 是公差，如此中心标准化处理之后， 1x 和 2x 的三个不同取值被

简化成−1，0，1。 
如果说，施肥量 1 2,x x 与土豆产量 y 有密切的关系，则应有 ( )1 2,y f x x ε= + ，其中 ( )1 2,f x x 可能是线

性函数，也可能是非线性函数。探求 ( )1 2,f x x 的表达式是本问题的目的，需运用回归分析方法。 

4.2. 失败的尝试：线性回归模型 

模型 1： 0 1 1 2 2y x xβ β β ε= + + +  
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T1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1 1 0 1

X
 
 = − − − 
 − − − 

, ( )T57, 46,58,55,51,63,58,52,70Y = . 

运用 SPSS 统计软件计算得回归系数的最小二乘估计为： 

( ) ( )
1 TT Tˆ 56.67,3.17,3.5X X X Yβ
−

= = . 

从而得线性回归方程为： 1 2ˆ 56.67 3.17 3.5y x x= + + 。经方差分析得：离差平方和 392SST = ，回归平

方和 133.67SSR = 。从而，多重判定系数 

133.67 58.4%
392

SSTR
SSR

= = ≈ . 

因为判定系数 58.4%R ≈ ，取值过于偏小，说明所得线性回归方程拟合实际情况的效果不好，即 y 与

1 2,x x 之间并不存在显著的线性相关关系。 

4.3. 有效的模型：多项式回归模型 

既然 y 与 1 2,x x 之间并不存在显著的线性相关关系，则 y 与 1 2,x x 之间存在的只能是某种非线性相关关

系，即 ( )1 2,f x x 是非线性函数。据 Weierstrass 逼近定理知， ( )1 2,f x x 可以近似表示成某个二元多项式。

我们依然从最简单的二元二次多项式开始，即尝试建立如下二次多项式回归模型： 
模型 2： 2 2

0 1 1 2 2 3 1 4 2y x x x xβ β β β β ε= + + + + +  
通过变量替换，令 2

3 1x x= ， 2
4 2x x= ，转化为四元线性模型来处理，此时有 

T1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1 1 0 1
1 1 1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1 1 0 1

X

 
 − − − 
 = − − −
 
 
  

 

运用 SPSS 统计软件计算得回归系数的最小二乘估计为： 

( ) ( )
1 TT Tˆ 49.3,3.17,3.5,0.5,10.5X X X Yβ
−

= = . 

从而得二次多项式回归方程如下： 
2 2

1 2 1 2ˆ 49.3 3.17 3.5 0.5 10.5y x x x x= + + + +  

经方差分析得：回归平方和 354.67SSR = 。从而，多重判定系数 

354.67 95.1%
392

SSTR
SSR

= = ≈ . 

由于判定系数 95.1%R = ，说明所得二次多项式回归方程拟合实际情况的效果很好。 

4.4. 完善的模型：含交叉项的多项式回归模型 

显然，模型 2 漏掉了反应氮肥和钾肥交互作用的交叉项 1 2x x ，但常识告诉我们这种交互作用是不应

该被忽略的。因此，进一步考虑如下含交叉项的多项式模型： 
模型 3： 2 2

0 1 1 2 2 3 1 4 2 5 1 2y x x x x x xβ β β β β β ε= + + + + + +  
通过变量替换，令 5 1 2x x x= ，转化为五元线性模型来处理，此时有 
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T1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1 1 0 1
1 1 1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1 1 0 1
1 0 1 0 0 0 1 0 1

X

 
 − − − 
 − − −

=  
 
 
 

− −  

 

运用 SPSS 统计软件计算得回归系数的最小二乘估计为： 

( ) ( )
1 TT Tˆ 51,3.17,3.5, 2,8,3.75X X X Yβ
−

= = − . 

从而得含交叉项的二次多项式回归方程如下： 
2 2

1 2 1 2 1 2ˆ 51 3.17 3.5 2 8 3.75y x x x x x x= + + − + +  

经方差分析得：回归平方和 360.92SSR = ，残差平方和 31.08SSE = 。从而，多重判定系数 

360.92 96%
392

SSTR
SSR

= = ≈ . 

因判定系数 96%R = ，说明所得含交叉项的二次多项式回归方程拟合实际情况的效果进一步得到改

善。进一步对显著性进行 F 检验，取显著水平 0.10α = ，则 ( ) ( )0.10, 1 5,3 5.31F p n p Fα − − = = ，而 

( )0.10
72.18333 6.966756 5,3

1 10.36111
SSR pF F

SSE n p
= = = >

− −
 

这说明所得到的含交叉项的二次多项式回归方程所表达的氮肥和钾肥的施肥量 1 2,x x 与土豆产量 y
之间的多项式相关关系是显著的( 0.10α = )。 

5. 结束语 

综上所述，我们不仅根据 Weierstrass 逼近定理，从数学理论上解释了通常情况下以多项式回归模型

近似表达一般非线性回归模型的合理性；而且通过具体的实际案例分析展示了这一方法的可行性和优越

性。这一方法，给实际的众多非线性问题的数学建模提供了一个有效的解决方案和理论依据，对实际应

用具有一定的指导意义。 
事实上，近年来众多文献(参见[3] [4] [5] [6])的实证研究证明，运用多元多项式回归分析方法探求一

组影响变量和因变量之间的非线性相关关系的具体数学表达式的方法，在网络故障分析及预测、智能手

机图像颜色校正研究、人体微量元素含量医学测定、农作物种子生活力评价研究等众多领域的应用中都

是行之有效的。 
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