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Abstract: This paper considers a class of stochastic linear programs with linear complementarity constraints 
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摘  要：本文研究一类带有线性互补约束的随机线性优化问题(SLPCC)。我们首先在一定条件下将该

SLPCC 转化成随机线性规划，然后提出一种求解 SLPCC 的抽样平均逼近方法，并给出了相关的收敛

性分析。最后，我们给出了初步的数值试验结果。 
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1. 引言 

互补约束数学规划问题(MPCC)即如下优化问题： 

 
 

   

min    ,  

s.t. ,  ,  

0, , 0, , 0,T

f x y

x y D

y G x y y G x y



  

 

其中 D 是 中的子集，f 与 G 分别是 到 R 和 的映射。MPCC 在工程设计、双层规划等方面有着广泛

应用，在过去的几十年中，人们从理论、算法、应用等方面对 MPCC 进行了深入的研究，参见文献[1-4]。当

n mR 

T

n mR  mR

 , Tf x y d yc x  ，   ,D x y Ax  b 时，MPCC 变成如下带有互补约束的线性优化问题(LPCC)： 
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0,

T T

T

c x d y

Ax b

y p Nx My

y p Nx My




   

  

                                (1) 

其中 ， ， ，, mp d R nc R lb R l nA R  ， m mM R  ， m nN R  。关于其研究可参见文献[1,7-8]。 

定义 1.1[9] 设集合 ，如果对任意的mS R x S 均有 x v ，则称 v 是 S 的下界。如果进一步还有 v S ，则

称 v 是 S 的最小元素。 

文献[7]通过引入最小元素的方法将 LPCC 的线性互补约束在 M 为 和 Z 矩阵的条件下转化成凸的隐式函

数，进而将 LPCC 转化成如下凸规划问题： 
0P

 

   

min  

s.t. , ,

arg min 0,  0 ,

T T

T

c x d y x

Ax b x X

y x h y p Nx My y



 

    

 

其中 ， ，0d  0h   0 . .X x y s t p Nx My     。特别地，对给定的 x X ，  y x 是 LPCC 的线性互补约束

的最小元素解，且  y x 是从 X 到 的凸函数。进一步，当 M 是 M-矩阵时，LPCC 可转化成如下线性规划问题： mR

min  

s.t. ,

0,  0.

T Tc x d y

Ax b

p Nx My y




   
 

此外，文献[7]还证明了 LPCC 的线性互补约束的隐式解可由最小元素解  y x 和一个 Perron-Frobenius 正向量来

表示。 

受文献[7]的启发，本文研究如下带有互补约束的随机线性优化问题(SLPCC)： 

   
 

     
      

min

s.t. ,

0, 0,

0,

T T

T

E c x E d y

E A x b

y E p E N x E M y

y E p E N x E M y

 



  

  

      
  

            

            


                       (2) 

其中， 是样本空间，  E  表示关于 的数学期望。这个模型是模型(1)在随机条件下的推广形式，由于

在实际应用中常常存在天气、需求、环境等不确定因素，因此研究(2)具有实际意义。我们首先在适当条件下将

上述 SLPCC 转化成随机线性规划，然后提出一种求解 SLPCC 的抽样平均逼近方法，并建立其收敛性理论。 

后文中将用到下面的定义和引理： 

定义 1.1[5,6] 设矩阵 。如果对于任意的n nR Q  \ 0nx R ，总存在一个分量，使得 成立，则

称矩阵 Q 为 P( )矩阵。如果矩阵 Q 的非对角线元素都是非正数，则称 Q 为 Z 矩阵。如果矩阵 Q 是一个非奇

异的 Z 矩阵，且其逆矩阵的每个元素都是非负的，则称 Q 为 M-矩阵。 

   0i i
x x  Q

0P

引理 1.1[6] 设 M 是 P 和 Z 矩阵，则 M 是 M-矩阵。 

引理 1.2[7] 设 M 是 M-矩阵， ，则问题(1)等价于如下线性规划问题： 0d 

min  

s.t. ,

0,  0.

T Tc x d y

Ax b

p Nx My y




   
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2. 求解 SLPCC 

记  c E c    ，  d E d    ，  A E A    ，  p E p     ，  N E N    ，  M E M    。则(2)

可以写成 

 

min

s.t. ,

0, 0,

0,

T T

T

c x d y

Ax b

y p Nx My

y p Nx My





   

  

                                 (3) 

下面我们利用基于蒙特卡罗方法的抽样平均逼近技术来求解问题(3)。 

给定可积函数 :f R ，所谓利用蒙特卡罗方法近似其期望值  E f   ，即对随机变量 进行 k 次抽样， 

 独立同分布的序列 1, , k    ，则有    
1

1 k

i
i

E f f
k

 


    。根据强大数定律知此过程是以概率 产生与

1(w.p.1)收敛的，即 

       
1

1
lim : d w.p.1,

k

i
k i

f E f f
k

    
 

                          (4) 

其中    是随机变量 的概率分布函数。详情可参见文献[10]。 

给定随机变量 的独立同分布的序列 ，利用这些样本点的均值近似期望值，即可得到(3)的

逼近问题如下： 

1, , k   

 

min 

s.t.

0, 0,

0,

T T
k k

k

k k k

T
k k k

c x d

A x b

y p N x M y

y p N x M y




   

  

                                 (5) 

其中  
1

1 k

k i
i

c c
k




  ，  
1

1 k

k i
i

d d
k




  ，  
1

1 k

k i
i

A A
k




  ，  
1

1 k

k i
i

N N
k




  ，  
1

1 k

k
i

M M
k i



  。由(4)式知，当 

k 时， ， ， ，kc kd kp kA ， ，kN kM 分别以概率 1 收敛到 c ， d ， p ， A ， N ， M 。 

引理 2.1 设M 是 P 矩阵，而 kM 以概率 1 趋于M 。则 0k ，使当 时0k k kM 是 P 矩阵。 

证明：假设存在  kM 的子列  jkM ，它的每一项都不是 P 矩阵。则对每个 j，均 ，使得0jx  i 均有 

  0,
j

j
i k j

i
x M x                                             (6) 

其中 m
jx R 。不妨设  1jx j  ，并不失一般性可假设 lim j

j
x x


 。由于 kM 以概率 1 趋于 M ，则对 i 均有 

          + +  0   ,j 
j j

j j j j j j j
i k i i k i i ii iii i

x M x x M x x M M x x M x x x x M x            

所以 

   lim =  
j

j j
i k i ij i

x M x x M x


 

以概率 1 成立。由(6)可知   0 ii i
x M x  ( )，因此   0i i

x M x  对所有的 0ix  都成立。这与 M 是 P 矩阵相矛

盾。因此假设错误，结论成立。 

记  ij m m
M m


 ，  k

k ij m m
M m


 。假设M 是 Z 矩阵，则 M 的非对角线元素非正。若M 的非对角线存在 0
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元素，则令 ， max :1  ,  ,k
k ijm i j m i j     k k kM M Q ，其中

0 1 1

1 0 1

1 1 1

Q

 
 
 
 
 
 




  


。否则，令  k kM M 。 

引理 2.2 设M 为 P 和 Z 矩阵，则 lim k
k

M M


  且 K 使得当 时k  K kM 为 P 和 Z 矩阵。 

证明：若M 的非对角线元素均为负，则 k kM M  。由 lim k
k

M M


 ，存在 1K ，当 时，1k K k 是 P 和 Z M

矩阵。当M 的非对角线元素存在 0 元素且M 是 Z 矩阵时，由 kM 的定义，显然对 k ， kM 均为 Z 矩阵。再由 k
的定义知 lim 0k

k



 。因此 

 lim lim .k k k
k k

M M Q M
 

     

由引理 2.1 的证明过程知，存在 2K 使得当 时2k K kM 是 P 矩阵。取  1 2max ,K K K ，则当 时k  K kM 必为

P 和 Z 矩阵。 

若将 kM 作为 kM 的扰动，则可利用下面的优化问题去逼近问题(5)： 

 

min  

s.t. ,

0, 0,

0.

T T
k k

k

k k k

T
k k k

c x d y

A x b

y p N x M y

y p N x M y




   

  

                               (7) 

设 M 是 P 矩阵和 Z 矩阵且 0d  。则由引理 1.2，问题(3)等价于如下线性规划： 

min

s.t. ,

0, 0.

T Tc x d y

Ax b

y p Nx My





   

                                   (8) 

由引理 2.2 知，当 M 是 P和 Z矩阵时， K 使得当 时k K kM 是 P和 Z矩阵。由 lim k
k

d d


 知， K  使得当 k K 

时有 。故对每个 ，由引理 1.2，问题(7)可以转化成线性规划问题 0kd  max ,k  K K 

min  

s.t. ,

0, 0.

T T
k k

k

k k k

c x d y

A x b

y p N x M y




   

                               (9) 

定义 2.1 若存在向量 满足 , n mR x y A bx ， 0p N M  x y ， ，则称问题(8)满足 Slater 约束规范。 0y 

引理 2.3 设线性规划(8)满足 Slater 约束规范，则 K 使得对每个 ，近似问题(9)以概率 1 满足 Slater

约束规范。 

k K

证明：因为(8)满足 Slater 约束规范，则存在向量  , n mR x y 满足 A bx ， 0p N M  x y ， 0y  。由 

lim 0k
k

A b A b


   x x 以概率 1 成立，则存在 ，使得对每个 均有1k 1k k 0kA b x ；由 

lim 0k k k
k

p N M p N M


     x y x y 以概率 1 成立，则存在 ，使得对每个 均有2k 2k k 0k k kp N M  x y 。取 

 1 2max , K k k ，则对每个 均有k K 0kA x ， 0k k kp N M  x y 。所以，对每个 k ，近似问题(9)以概

率 1 满足 Slater 约束规范。 

K

定理 2.1 设对每个 k，  ,k kx y 是问题(9)的最优解，  ,x y  是   ,k kx y 的聚点，且问题(8)满足 Slater 约束

规范，则  , x y  以概率 1 是(9)的最优解。 

证明：不妨设   lim , ,
k

k kx y x y


  。因为(8)满足 Slater 约束规范，由引理 2.3， K 使得对每个 k ，近 K

似问题(9)以概率 1 满足 Slater 约束规范。由于对每个 k， ,k kx y 均为(9)的全局最优解，故存在 Largrange 乘子 k ，
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k ， 满足(9)的 KKT 条件 kv

0, 0.T T T
k k k k k k k k kc A N v d M v                                       (10) 

0  0,0 0,0k k
k k k k k k k kA x b y v p N x M y              0.           (11) 

首先证明点列 k ， k ， 均以概率 1 有界。为此，令 kv

2 2
:k k k kv     2

                                  (12) 

: , : , :
k k

k k k

k k

v
v

  
k

k 
  


                               (13) 

 k ， k ， kv 均有界，可不妨设极限 : lim k
k

 


 ， : lim k
k

 


 ， : lim k
k

v


v 均存在。由(12)~(13)易得 由于

2 2 2
1v                                           (14) 

假设  k ，  k ， 不全以概率 1 有界。则当 时， kv k  k 以概率 1 存在一个子列趋于 。不妨设 +
 。因为 、 、 、kc kd kp kA 、 、kN kM 分别以概率 1 收敛到 c 、 d 、 p 、 A 、 N 、M ，则对(10)所 klim

k

有式子两边以及(11)中的 k ， k ， 同时除以kv k 并令 ，则下式以概率 1 成立： k 

0, 0,

0 0, 0 0,0

T T TA N v M v

Ax b y v p Nx My

 

   

    

            0.
           (15) 

记     1 0
i

I x i Ax b    ，    2 0iI y i y   ，     3 ,
i

I x y i p Nx My    0    。由(15)的互补性条件知，

当 时 1i I x 0i  ，当 时 1i I y 0i  ，当  1 ,i I x y  时 0iv  。令  ij l n
A a


 ，  ij m n

N n


 ，  ij m m
M m


 ，

则由 0T TA N v   ， 0TM v   可得 

   1 3 ,

0 1, 2,ij i ij i

i I x i I x y

a n v j
   

    ,n                        (16) 

 3 ,

0 1,j ij i

i I x y

m v j m
 

   2, ,                         (17) 

因(8)满足 Slater 约束规范，则存在  ,x y 使得 A bx ， 0p N M  x y ， 0y ，进一步有 

       10, .
i i

A b Ax b A x i I x             x x                    (18) 

 20, .
i

y    y i I y                                (19) 

         30,    , .
i i i

p N M p Nx My N x M y i I x y                         x y x y                    (20) 

假设存在 使得 1i I x 0i  ，存在  2i I y 使得 0i  ，并存在  3 ,i I x y  使得 0iv  。则将(18)，(19)和(20)

两边分别乘以 i ， i ， iv ，再对 i 取和可得 

 
   

 

 

1

1

1

1

1

0,

i i

i I x

T

i
i

i I x
i i

i I x

a

A x x

a














 





 
 
 

         
 
 
 






x x                            (21) 

 
 

2

0,i i
i I y

y






  y                                                 (22) 
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 
 

 
   

 

 

 
 

 

3 3

3 3

3 3

1 1

, ,

, ,

, ,

0.

}

T

i i i i

i I x y i I x y

T

i i
i i

i I x y i I x y
i in i im

i I x y i I x y

v n v m

v N x v M y x y

v n v m

   

   

   

 

   

 

 

  
  
  

                  
    
  









 

 
 

x y x y   (23) 

将不等式(21)~(23)两边整理相加可得 

 
   

   

 
 

 

1 3 3

1 3 3

1 1 1 1

, ,

1

, ,

0.
T

i i i i i i

i I x i I x y i I x y

T

i i i in i im m

i I x i I x y i I x y

a v n v m

x y

a v n v m

 

 

    

    

  

 

  

   
   
   
    
            

  

  
x y              (24) 

这与(16)及(17)式相矛盾，故对每个 均有 1i I x 0i  ，对每个  2i I y 均有 0i  ，对每个  3 ,i I x y  均

有 0iv  。因此 0  ， 0  ， 0v  ，这与(14)式相矛盾。故 k ， k ， kv 均以概率 1 有界。 

不失一般性，假设 lim k
k

 


 ， lim k

k
 


 ， lim k

k
v v


 。对(10)和(11)式取极限可得 

0, 0,

0 0, 0 0,0

T T Tc A N v d M v

Ax b y v p Nx My

 

 

   

      

     

            0



 

以概率 1 成立，亦即  ,x y  以概率 1 满足问题(9)的 KKT 条件。因(9)为凸规划，故  ,x y  以概率 1 为(9)的最

优解。 

3. 初步数值试验结果 

我们对如下 SLPCC 进行了初步的数值试验： 

   
    

1 2 1 2 3

1 2

min 0.5 0.25 2 3

s.t.  1,

0, 0,

0T

x x y y y

x x

y p E N x E M y

y p E N x E M y

 

 

   

 

         

        ，

 

其中 ，

2

1

4

p

 
   
  

 
2 3 2

1 0

0 1

N




  
   
 
 

，  
2 1 1 2

1 2 1

1 2 1 4 2

M




 

  
  
    


，随机变量 服从[0,1]上的一致分布。 

经计算可得  
2 2

1 0

0 1

N E N 
  
      
 
 

，  
2 1 0

1 2 1

0 1 3

M E M 
 

       
  

。显然 是 P 和 Z 矩阵，于是原 M

问题可转化为如下线性规划问题： 

1 2 1 2

1 2

min  0.5 0.25 2 3

s.t. 1,

0, 0.

3x x y y y

x x

y p Nx My

   

 

   

 

该线性规划问题的最优解为    , 3, 2,2,0,x y    2 。 

数值试验是在 Matlab7.0 完成的，利用 unifrnd 产生随机数，并调用 linprog 函数来求解每个线性规划问题。

计算机配置为 Windows XP 系统、CPU(AMD Athlon 64 × 2 双核 4400+)和 1GB 内存。数值试验结果请见表 1。 
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Table 1. Numerical results 
表 1. 数值试验结果 

   , 3.0000, 2.0000, 2.0000, 0.0000, 2.0000x y     

k  ,k kx y     , ,k kx y x y   

100 (3.2060, –2.2060, 2.0439, 0.0000, 2.0499) 0.2988 

1000 (2.8279, –1.8279, 1.9654, 0.0000, 1.9586) 0.2493 

10,000 (3.0199, –2.0199, 2.0041, 0.0000, 2.0048) 0.0288 

100,000 (2.9986, –1.9986, 1.9997, 0.0000, 1.9997) 0.0020 

1,000,000 (2.9985, –1.9985, 1.9997, 0.0000, 1.9996) 0.0022 

10,000,000 (3.0003, –2.0003, 2.0001, 0.0000, 2.0001) 0.00044721 

4. 结论 

本文主要主要研究 SLPCC (2)。受文献[7]的启发，我们首先在一定条件下将 SLPCC 转化为随机线性规划问

题，然后提出了一种求解该类问题的抽样平均逼近方法，并给出了相关的收敛性分析及初步的数值试验。 
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