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Abstract 
In the numerical simulation of problems with large gradient and boundary layer, large amount 
of calculation or large calculation error will occur if uniform grids are used. Non-uniform grids 
can decrease calculation error greatly while keep the same computational expense. The non- 
uniformity of the non-uniform grids can be controlled by an expansion coefficient, which affects 
the accuracy of a scheme. In this paper, analysis has been presented for the effect of the expan-
sion coefficient to the numerical results of one dimensional convective-diffusion equation by 
using compact difference scheme under non-uniform grids. Two numerical examples are given 
and it is indicated that optimal value of the expansion coefficient may exist. The computation 
accuracy can be increased greatly by choosing reasonable expansion coefficient. Moreover, 
comparisons among compact difference scheme on both non-uniform grids and uniform grids 
and Crank-Nicolson schemes show that the compact difference on non-uniform grids can be 
used to solve the problem of large gradient and boundary layer with high accuracy. 
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摘  要 

在大梯度和边界层等问题数值计算中，均匀网格往往会导致计算量很大或计算误差较大，而非均匀网格

在不增加计算量的同时，会将计算误差大大减小。非均匀网格上的非均匀程度可由伸缩系数进行控制，

该系数不同，计算精度也不相同。本文针对一维对流扩散方程在非均匀网格上的紧致差分格式，分析了

伸缩系数对计算结果的影响，并通过2个数值算例进行了验证。数值结果表明，伸缩系数存在最优值。

合理选择最优伸缩系数，可以减小计算量，并能提高计算精度。另外，本文对紧致差格式在非均匀网格

和均匀网格上的计算结果以及Crank-Nicolson格式进行了比较分析，表明非均匀网格上的紧致差分方法

可以很好地解决大梯度和边界层问题的数值计算。 
 
关键词 
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1. 引言 

河流中污染物的扩散与输移、流体流动、热传导等问题，均可用对流扩散方程来描述。但由于实际

问题的复杂性，精确解不易求出。因此，需要我们利用数值方法近似求解，有必要去寻求精度高和稳定

性强的数值格式，尤其是高精度、高分辨率格式。紧致差分格式由少数的节点模板可构造出精度较高的

差分格式，并且稳定性好，边界条件易处理，因此受到学者们的关注，文献[1]-[5]等是在均匀网格上构造

的高精度紧致格式。 
求解大梯度问题、边界层问题等特殊物理性的问题时，利用均匀网格剖分进行求解，往往会出现两

种情况：如果网格较大，则计算结果精度不高；反之，如果网格较小，则计算成本成倍增加，计算量和

存储量均较大。解决这一问题较为合理的做法是，大梯度或边界层所在区域多分布些网格节点，而小梯

度或物理变化平缓的区域少一些网格节点，这样可使计算精确性较高，同时减少了计算量[6]。目前对于

在非均匀网格上的高精度紧致差分格式的研究已有一些文献报道[7]-[9]。而在进行网格剖分时，控制网格

非均匀程度的参数也会使实际问题的计算结果产生较大影响。目前对于控制网格非均匀程度的有关参数

影响计算结果的研究结果还很少见。 
本文针对一维非定常对流扩散方程在非均匀网格上的一种紧致差分格式，通过求解数值算例分析在进行

网格剖分时，伸缩系数对计算结果的影响，并将数值结果与其他格式及均匀网格上的数值结果进行比较分析。 
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2. 高精度紧致差分格式 

一维非定常对流扩散方程如下： 

( ) ( )
2

2 , , ,u u uk p x t f x t
t xx

∂ ∂ ∂
− + =

∂ ∂∂
                                 (1) 

其中， ( ) [ ] ( ), , 0,x t a b∈ × ∞ ，k 是扩散系数， ( ),u x t 是未知函数， ( ),p x t 为对流项系数， ( ),f x t 是源项且

为已知函数， ( ),u x t ， ( ),p x t 和 ( ),f x t 均为足够光滑的函数。 

将求解区域 [ ],a b 剖分成 N 个子区间： 0 1 2 1, , , , ,N Na x x x x x b−= = ，并定义： 

1 1, , 1 1h i i f i ix x x x x x i N− += − = − ≤ ≤ − ，当 f hx x= 时，网格为均匀剖分。时间上均匀剖分，步长为τ 。文

献[9]针对该非定常对流扩散方程(1)式在非均匀网格上的高精度紧致差分格式如下： 
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其构造过程为首先将非定常对流扩散方程转化为定常对流扩散方程，空间上利用泰勒展式离散，时

间上采用二阶向后欧拉差分离散。该格式的时间上的精度为 2 阶，当 f hx x= 时，空间上为 4 阶精度；当

f hx x≠ 时，空间上为 3 阶精度。 

3. 非均匀网格剖分的控制参数 
一般情况下，我们采用如下变换函数剖分求解区域： 

sini
i ix
N N

λ θ
θ

 = +  
 

                                      (3) 

其中， N 为子区间个数， ( )1 1λ λ− ≤ ≤ 为变换系数， λ 的作用是调节网格点在某一点处的网格点密集程

度。当 0 1λ≤ ≤ 时，靠近右端网格点比较密集，当 λ 变大，右端的网格点越密集；当 1 0λ− ≤ ≤ 时，左端

网格点比较密集，当 λ 减小，左端的网格点越密集；当 0λ = 时，为均匀网格剖分。θ 为角度的控制，当

0θ = 时，网格为均匀剖；当 πθ = 时，网格在求解区域某一方向的某一边界处密集；当 2πθ = 时，网格

在求解区域某一方向的两个边界处或中心位置处密集。 
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λ 是控制网格分布情况的一个重要参数，当 λ 取不同值时，网格的分布情况会发生相应的变化，进

而计算结果也会发生相应变化， λ 影响着网格点的分布及计算结果，取适当值时计算结果精度最小，我

们称此时的 λ 的取值为最优值。 

4. 数值算例 

算例 1 [10]下面对流扩散方程 

( )

2

2 , 0 1, 0,

,0 e ,cx

u u up a x t
t x x

u x −

∂ ∂ ∂
+ = < < > ∂ ∂ ∂

 =

 

边界条件为 ( ) ( )0, e , 1, et t cu t u tα α −= = ，精确解为 ( ), e t cxu x t α −= ，其中
2 4

2
p p a

c
a

α− + +
= 。 

在这里，令 0.1, 1,Re , πp p aα θ= = − = = ，利用 ( )3 式的变换函数，图 1 给出了该问题在 1T = ， 2hτ = ，

Re 100= ，N=16 时，Crank-Nicolson 格式(C-N 格式) [11]与本文中均匀网格和非均匀网格上高精度紧致差

分格式计算后的平均误差比较。 
从图 1 中可以看出，C-N 格式与均匀网格格式的计算结果不随 λ 的变化而变化，而非均网格格式的

计算误差随 λ 取值的不同发生相应的变化。 
该问题在 0x = 处有一跳跃点，故在该点处使得网格点密集些，即 0λ < 。从图 1 中还可以看出，随

着 λ 的减小，平均误差有一个最小值点，这时 λ 继续减小，平均误差会逐渐增大。说明 λ 不仅影响着网

格点的分布及误差大小，而且需取适当值时误差最小，即 λ 存在最优值。如该问题在 Re = 100，N = 16
时， λ 的最优值取−0.85。 

为了说明这一点，图 2~图 4 给出了当 Re = 100，N = 16， λ 取不同值时，紧致格式在均匀网格和非

均匀网格上的局部计算结果与 C-N 格式的部分计算结果。 
从图 2~图 4 可以看出， ( )0λ λ < 变化时，即网格点在左端密集程度不同时，计算结果发生了相应的 

 

 
Figure 1. When Re = 100, N = 16, the mean errors of different schemes with different λ 
图 1. 当 Re = 100，N = 16，λ取不同值时，不同格式的平均误差 
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Figure 2. The results of several different schemes comparison with λ = −0.95 
图 2. λ = −0.95 时几种差分格式的计算结果比较 

 

 
Figure 3. The results of several different schemes comparison with λ = −0.69 
图 3. λ = −0.69 时几种差分格式的计算结果比较 

 

变化，但此时紧致格式在非均匀网格上的计算精度高于其他两种计算精度；而图 1、图 4 及图 5 显示当λ 从

左端靠近零且达到一定值时(如 0.2)，紧致格式在非均匀网格上的计算精度便会低于 C-N 格式或均匀网格上格

式的计算精度。因而，进一步说明λ 存在最优值且 C-N 格式或均匀网格上格式的计算精度不受λ 取值影响。 
这里，图 6 给出了与图 2~图 5 对应的该问题在求解区域内的网格分布情况，即当 Re = 100，N = 16，

λ 分别取−0.95，−0.69，−0.2，0.2 时的网格分布情况。 
下面我们给出当 Re = 100 时，在不同网格数条件下，C-N 格式与紧致格式在均匀网格及非均匀网格

上的计算结果。这里 λ 的取与网格数相应的最优值，如网格数为 16 是 0.85λ = − ，网格数为 32 时，

0.87λ = − 。 
由表 1 可以看出，当 Re = 100 时，在相同网格数下，非均匀网格上的计算误差小于 C-N 格式与均匀 
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Figure 4. The results of several different schemes comparison with λ = −0.2 
图 4. λ = −0.2 时几种差分格式的计算结果比较 

 

 
Figure 5. The results of several different schemes comparison with λ = 0.2 
图 5. λ = 0.2 时几种差分格式的计算结果比较 

 

网格上的计算误差，即如果计算精度相同，非均匀网格需要的网格数相对较少。 
当 Re = 1000 时， 0x = 附近解的变化较为剧烈，本文非均匀高精度格式在网格数为 32 时，计算结果

就已经达到很好的计算精度，而 C-N 格式和均匀网格高精度格式的计算结果在此处出现很大的偏差，如

图 7 所示。 
从表 2 中，可以看出，当 Re = 1000 时，在相同网格个数下，紧致格式在非均匀网格上的计算误差

比 C-N 格式与均匀网格上的计算误差小 1 或 2 个数量级。表明紧致格式在非均匀网上的计算结果更为

精确。 
算例 2 [5]：给出如下对流扩散方程的初边界问题 
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Figure 6. When Re = 100, N = 16, the distribution of the grid with different λ 
图 6.当 Re = 100，N = 16，λ取不同值时，网格分布情况 

 

 
Figure 7. The results of several different schemes comparison with Re = 1000, N = 32, 
λ = −0.97 
图 7. 当 Re = 1000，N = 32, λ = −0.97 时，几种差分格式的计算结果比较 

 
Table 1. Under different numbers of the grid, the mean errors of the schemes with Re = 100 
表 1. 当 Re = 100 时，不同网格数下，几种格式的平均误差 

网格数 C-N 格式 均匀网格 非均匀网格 

16 26.836 10−×  27.929 10−×  ( )22.344 10 0.85λ−× = −  

32 21.079 10−×  21.858 10−×  ( )34.336 10 0.87λ−× = −  

64 32.124 10−×  34.509 10−×  ( )31.033 10 0.87λ−× = −  

96 31.993 10−×  49.696 10−×  ( )44.565 10 0.87λ−× = −  
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其中，初始条件为 ( ),0 0u x = ，边界条件为 ( )0, 0u t = ， ( )1, 1u t = 。 
精确解为 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )2Re

Re 2 2
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1 π Re 1 πe 1 Re, exp sin π exp
2 Re 4e 1 π Re 4

mx

m

m x m
u x t m x t t

m

∞

=

 − − −
= + − −  − +     

∑  

令 πθ = ，利用(3)式的变换函数，表 3 给出了该问题在 1T = ， 2hτ = ，Re = 700，N = 32 时，本文

中均匀网格和非均匀网格上高精度紧致差分格式计算后的平均误差比较。从计算结果可以看出，当 Re
和网格数一定时，均匀网格格式的计算结果不随 λ 的变化而变化，而非均网格格式的计算误差随 λ 取值

的不同发生相应的变化。如该问题在 Re = 700，N = 32 时，最优值取 0.98。 
对于该问题，在 1x = 处有跳跃点出现，选取适当的伸缩变换系数 λ ，使得网格点在 1x = 处密集程

度高些，利用本文所构造的格式进行计算。表 4 给出了该问题在 1T = ，Re = 100， 0.98λ = 时，紧致格

式在均匀网格和非均匀网格上的平均误差。 
从计算结果可以知道，当Re 100= 的情况下，在网格数相同的情况下，非均匀网格上紧致格式的计算精

度比均匀网格上紧致格式要高，且如果要达到相同精度，非均匀网格上紧致差分格式所用的网格数相对要少。 
 
Table 2. Under different numbers of the grid, the mean errors of the schemes with Re = 1000 
表 2. 当 Re = 1000 时，不同网格数下，几种格式的平均误差 

网格数 C-N 格式 均匀网格 非均匀网格 

32 12.345 10−×  12.269 10−×  ( )21.861 10 0.97λ−× = −  

64 25.752 10−×  25.900 10−×  ( )32.569 10 0.97λ−× = −  

96 22.389 10−×  22.506 10−×  ( )31.074 10 0.97λ−× = −  

128 21.354 10−×  21.242 10−×  ( )45.932 10 0.97λ−× = −  

 
Table 3. The mean errors of different schemes comparison with different λ 
表 3. λ取不同值时，不同格式的平均误差比较 

λ  均匀网格 非均匀网格 

−0.65 

0.8329 

0.8702 

−0.25 0.8525 

0.05 0.8277 

0.25 0.7987 

0.65 0.6470 

0.75 0.5540 

0.85 0.3958 

0.95 0.1225 

0.97 0.0956 

0.98 0.0952 

0.99 0.1050 
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Table 4. Under different numbers of the Grid, we get the mean errors of uniform grids and non-uniform grids with Re = 100, 
λ = 0.98 
表 4. 当 Re = 100，λ = 0.98 时，不同网格数下，在均匀网格和非均匀网格上的平均误差 

网格数 均匀网格 非均匀网格 

8 16.996 10−×  26.317 10−×  

16 15.481 10−×  29.422 10−×  

32 13.315 10−×  22.203 10−×  

64 11.371 10−×  35.368 10−×  

96 26.587 10−×  32.374 10−×  

5. 小结 

本文针对求解一维对流扩散方程在非均匀网格上的高精度紧致差分格式，分析了在网格剖分过程中，

伸缩系数对计算结果的影响，并通过 2 个数值算例对其进行详细的说明，从计算结果来看，控制网格分

布的伸缩系数存在最优值。通过选取合适的收缩系数，可以大大减小计算误差。在网格数相同时，非均

匀网格上的紧致差格式计算精度优于均匀网格上紧致差分格式和 C-N 格式，表明非均匀网格上的紧致差

分方法可以成功的用于大梯度和边界层问题的数值计算中。 
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