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Abstract 

Mirror descent (MD) has been widely used to deal with the machine learning problems. For large 
scale data processing and non-smooth loss convex optimization problem, we proposed an im-
proved mirror descent method, which is called modified stochastic sub-gradient mirror descent 
method. It combined an iterative average method with stochastic sub-gradient descent method. In 
the process of weighted average, the average iteration is not used to construct the algorithm, but 
occurs as a byproduct of our algorithm. The average weight is determined by the step size used by 
the algorithm. Our algorithm has good convergence. For strong convex functions, we show that the 

optimal convergence rate of the algorithm arrives at 
 
 
 
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摘  要 

镜面下降法(MD)在机器学习问题中已有些实际应用，针对大规模数据的处理和非光滑损失凸优化问题，

本文将迭代平均与随机次梯度镜面下降方法相结合，得到了一种改进的方法，通过对问题域的特殊处理，

利用它们的结构，提出一种加权平均的随机次梯度镜面下降算法。在这个加权平均过程中，平均迭代不

用于构造算法，而是作为算法的副产品出现，其中平均权重由算法使用的步长确定。该算法有很好的收

敛性。对于强凸函数，我们证明了该算法的最佳收敛速度达到
 
 
 

1o
k

。 
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1. 引言 

随着机器学习的火热发展，机器学习中的大规模优化问题成为近年来被广泛研究的热门问题之一，

大部分的机器学习问题的本质都是建立优化模型，通过最优化方法对目标函数(或损失函数)进行优化，从

而训练出最好的模型。其主要模式是通过优化经验损失函数，模拟出最优参数，从而获得损失最小化模

型。正则化损失最小化问题是机器学习问题的常见范例，在当今机器学习的应用和研究中占主导地，强

凸不可微优化问题作为正则化随机学习问题在机器学习中最为突出。大规模非光滑凸优化是机器学习和

计算机虚拟等计算领域中的一个常见问题。这些领域的问题包括特殊的领域结构和特征。对这些问题域

的特殊处理，利用它们的结构，可以大大提高计算效率。 
众所周知，在低迭代次数下，凸优化问题可以用内点法在多对数时间内求解。然而，这些方法中的

大多数都不能很好地适应优化问题的维数。内点法的单次迭代代价随问题的大小呈非线性增长。一阶方

法计算上廉价的迭代成为大规模优化问题的一个可行的选择。本文提出了一种求解凸集笛卡儿乘积上一

般大规模非光滑强凸优化问题的一阶自适应方法[1]。 
我们主要关注于求解一个形式如下的优化问题：考虑约束集Ω上的凸函数 F 的最小化问题(其中 F

不一定是可微函数)： 

( ) ( )min ,
w

F w E f w ξ
∈Ω

=    .                                    (1) 

设约束集Ω是闭凸集，函数 F 是凸的，且在任意点 w∈Ω是连续的。此外，对任意的 w∈Ω，函数

( )F w 的次梯度 ( )g w 存在，即，对任意的 w∈Ω，存在向量 ( )g w ，使得： 

( ) ( ) ( ),F w g w u w F u+ − ≤ ，对任意的 u∈Ω  

2. 基本的镜面下降算法 

镜面下降算法[2] [3]是投影次梯度法[4]的推广。标准次梯度法在投影步长上采用欧氏距离函数，选
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用适当步长。镜面下降算法在非线性投影步长中，采用具有最佳步长的非线性距离函数，对标准投影次

梯度法进行扩展。在这一部分中，我们回顾一个基本的镜面下降算法来解决问题(1)，不考虑区域几何。 
设 ( ),B  

表示集合Ω中任意两点的 Bregman 距离函数，一个基本的镜面下降算法使用了一个非线性

投影序列： 

( )1
1arg min , ,k k k

w k

w g w B w wϕα+
∈Ω

 
= + 

 
. 

其中， kg 是函数 F 在点 kw 处的次梯度， 0kα > 为迭代步长。 
MD 方法要求距离函数的范数满足如下性质[5] [6]： 
1) 空间 E 上的范数



嵌入于Ω，且 *E 上的对偶范数
*• 满足： 

{ }* max , : 1
w

w wξ ξ= ≤ ; 

2) 集合Ω上的距离生成函数及范数


，即有连续凸函数 ( ) :w Rϕ Ω→ 使得： 

- 存在 ( )ϕ 

的一个次梯度 ( )ϕ′  ，在集合 ( ){ }0 :w wϕΩ = ∈Ω ∂ ≠ ∅ 上连续； 

- ( )ϕ 

关于 1 范数


是强凸的： 

( ) ( ) ( ) 20, : ,w w w w w w w uϕ ϕ′ ′ ′∀ ∈Ω − − ≥ − . 

设最大距离为 ( )max ,cu
V B w u

∈Ω
= ，假设 ( )F w 在集合 Ω上是 Lipschitz 连续的，Lipschitz 常数为

*max ww
L F

∈Ω
′= < ∞，MD 方法有如下收敛性： 

定理 1：设 *F 记为目标函数的全局最优解，
{ }

( )
1 2, , ,

arg min
kw w w w

w F w
=

=


。选取最优步长为
2V

L k
α = ，则 k

次迭代的最优界为： 

( )* 2L VF F w
k

− ≤ . 

上述定理的证明参考[1]。 

3. 随机镜面下降算法 

在这一节中，我们假设问题(1)的目标函数 F 具有强凸性，且设其强凸系数为 Fµ ，则有： 

( ) ( ) ( ) 2,
2

FF u F w g w u w u wµ
≥ + − + − , 对任意 ,u w∈Ω  

接下来，我们考虑求解问题(1)的随机次梯度镜面下降算法。首先给出 Bregman 距离函数[7]的定义如

下： 
设 ( )ϕ ⋅ 为集合Ω上连续可微的强凸函数，即存在 0ϕµ > ，使得 

( ) ( ) ( ) 2,
2

v w w v w v wϕµϕ ϕ ϕ≥ + ∇ − + − , 对任意 ,w v∈Ω                     (2) 

则由函数 ( )ϕ ⋅ 生成的 Bregman 距离函数记为 Bϕ 定义为： 

( ) ( ) ( ) ( ), ,B w u u w w u wϕ ϕ ϕ ϕ= − − ∇ − , 对任意 ,u w∈Ω                      (3) 

从定义可以看出，Bregman 距离函数具有以下性质： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,B w u B v u B w v v w u wϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− = + ∇ −∇ − , 对任意 , ,u v w∈Ω               (4) 

( ) 2,
2

B w u w uϕ
ϕ

µ
≥ − , 对任意 ,u w∈Ω                              (5) 

上述性质都可由函数 ( )ϕ ⋅ 的强凸性质得到。又函数 ( )ϕ ⋅ 连续可微，可知函数 ( ),B w uϕ 关于 u 可微，

设 ( ),wBϕ∇ ⋅ ⋅ 表示 ( ),B w uϕ 关于 u 的偏导数，则有： 

( ) ( ) ( ),wB w u u wϕ ϕ ϕ∇ = ∇ −∇ 。对任意 ,u w∈Ω                          (6) 

设 0w ∈Ω为初始点，则问题(1)的次梯度镜面下降法的迭代公式如下： 

( ){ }1 arg min , ,k k k k k
w

w g w w B w wϕα+
∈Ω

= − + , 对任意 0k >  

其中 0kα > 为迭代步长， kg 为函数 ( )F w 在点 kw w= 的次梯度。当集合Ω具有的结构能允许对 1kw + 有效

计算的前提下，该算法有效，例如， 1kw + 的闭形式是有效的。为了处理更一般的形式，我们采用随机思

想，用目标函数次梯度的无偏估计代替其次梯度。即用任意选取的某一个损失函数 ( ),f w ξ 的次梯度 g代
替目标函数 ( )F w 的次梯度，从而得到如下形式的随机次梯度镜面下降算法： 

( ){ }1 arg min , ,k k k k k
w

w g w w B w wϕα+
∈Ω

= − + , 对任意 0k >                      (7) 

其中任意选取初始点 0w ∈Ω，满足
2

0E w ∈Ω < ∞  ，但是与随机次梯度序列{ }kg 无关。 

迭代步长 ( ]0,1kα ∈ ，设其满足 

1
2 2

1

1 1k

k k

α
α α

+

+

−
≤ , 对任意 0k ≥ ， 0 1α = .                             (8) 

为了使上述假设看起来更有意义，我们讨论步长的选取问题。由设定的步长条件(8)，我们有： 
4 2 2

1
4

0
2

k k k
k

α α α
α +

+ −
< ≤ , 对任意 0k ≥  

初始化 0 1α = 。我们将考虑下面两种特殊的步长选择： 

1
1k k

α =
+

和
4 2 2

1
4
2

k k k
k

α α α
α +

+ −
= , 对任意 0k ≥                         (9) 

上述的第一个步长由 Tseng [8]提出，设第二个式子中 1
1

1
k

kt
α +

+

= ，则得到 Nesterov 序列{ }1kt +  [9]，

它用于构造梯度 Lipschitz 连续的凸函数的快速一阶算法，即 
2

1
1 4 1

2
k

k
t

t +

+ +
= , 对任意 0k ≥  

且 0 1t =  [10]。通过归纳，我们可以发现 1
2

2k
kt +
+

= ，对任意 0k ≥ ，从而推出(9)中的两个步长公式

都满足： 

20
2k k

α< ≤
+

, 对任意 0k ≥ , 且 0 1α =  

由于步长 kα 满足(8)，则有 

2
0

11 k
k t

t

α
α=

 
≥  

 
∑ , 对任意 0k ≥ . 
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我们可以建立基本的随机次梯度镜面下降算法如下： 

a) 任意选取初始点 0w ∈Ω，满足
2

0E w  ∈Ω < ∞  ，一般我们选取 ( )0 arg minww wϕ∈Ω= 。 

b) ( ){ }1 arg min , ,k k k k k
w

w g w w B w wϕα+
∈Ω

= − + 。 

c) 
1

0 0

1 1ˆ k k
k tt t

t t

w w
α α

−

= =

   
=    
   
∑ ∑ 。 

这里，我们取
1

1k k
α =

+
，且 0 1α = 。观察发现，上述迭代中，每次循环都需存储 kw ，加权平均值 1ˆ kw − ，

以及步长的相关和
0

1k
t

t

S
α=

= ∑ 。 

我们假设 1
1

k k
k

S S
α+ = + ，其中 0 0S = ，这样我们可以将上述 c 改成： 

1
1 1

ˆ ˆ 1k k
k k k

k k

S S
w w w

S S−
+ +

 
= + − 

 
. 

这也就是我们说的加权平均迭代的随机次梯度镜面下降算法。 

4. 算法的收敛性分析 

接下来，我们对算法的收敛性进行理论分析。首先，讨论步长满足条件(8)的随机次梯度镜面下降法

的迭代特点。这里我们假设 Bregman 距离函数满足如下要求： 

( ) 21,
2

B w u w uϕ ≤ − , 对任意 ,w u∈Ω                               (10) 

上述关系成立，当Bregman 距离生成函数ϕ在集合Ω上梯度Lipschitz 连续，且 Lipschitz 参数
1
2

L = ，即， 

( ) ( ) 21
2

w u ,w u w uϕ ϕ∇ −∇ − ≤ − , 对任意 ,w u∈Ω  

观察发现，基于函数ϕ的梯度 Lipschitz 连续的性质，则对任意 ,w u∈Ω，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 , ,
2

w u w u ,w u u w w w u B w uϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− ≥ ∇ −∇ − ≥ − − ∇ − = , 

其中后面的不等式可由函数ϕ在Ω上的凸性得到。而且，若ϕ在Ω上满足梯度 Lipschitz 连续，且 Lipschitz
常数为 0L > ， 

( ) ( ) 2,w u w u L w uϕ ϕ∇ −∇ − ≤ −  , 对任意 ,w u∈Ω  

则存在函数
1

2L
ϕ ϕ= ，其梯度的 Lipschitz 常数为

1
2

L = 。这样的函数可以用做满足式(10)的距离生

成函数。对于欧式空间，我们取 ( ) 2
2

1
2

w wϕ = ，得 Bregman 距离函数为 ( ) 21,
2

B w u w uϕ = − ，同样满足

式(10)。 
假设 1：设随机次梯度 ( )g w 满足 ( ) ( )|E g w w g w=   ，对任意 w∈Ω，则存在某一标量 0C > 使得对

任意 w∈Ω，有 ( ) 2 2
*

|E g w w C  ≤
 




。 

当 ( ) ( )g w g w=
时，假设 1 中次梯度在Ω上一致有界，即存在 0C > 使得对任意w∈Ω，有 ( )g w C≤ 。

若目标函数的次梯度一致有界，且满足 ( ) ( )E g w | w g w=   ，存在某个 0γ > ，使得对任意 w∈Ω ，
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( ) ( ) 2 2
*

|E g w g w w γ − ≤
 


，则对于一般范数，假设 1 成立，且 2 2 22 2C C γ= + 。显然欧式范数下有同样结论。 

我们定义由算法生成的 σ-场如下： 

{ }0 0 1, , ,k kw g gσ −Γ =  


, 对任意 1k ≥ , 

且 { }0 0wσΓ = 。根据 σ-场，在假设 1 下，我们得到随机次梯度镜面下降法生成的序列{ }kw 有如下基本性

质： 
引理 1：若假设 1 成立，则根据算法(7)，对任意 u∈Ω， 0k ≥ ，有 

( ) ( )
2 2

1, | , ,
2

k
k k k k k k

CE B w u g w u B w uϕ ϕ
ϕ

αα
µ+ Γ + − ≤ + 


. 

证明：由点 1kw + 处的一阶必要性条件得： 

( )1 10 , ,k k u k k kα g B w w u wϕ + +≤ + ∇ − ，对任意 u∈Ω  

其中 ( )uB ,ϕ∇ ⋅ ⋅ 表示 Bregman 距离函数关于第二个变量的偏导数。由式(6)，我们有， 

( ) ( )1 10 ,k k k k kg w w u wα ϕ ϕ+ +≤ + ∇ −∇ − , 对任意 u∈Ω  

等价地， 

( ) ( )1 1 1, ,k k k k k kα g w u w w u wϕ ϕ+ + +− ≤ ∇ −∇ − .                        (11) 

根据式(5)，令 1,k kw w v w += = ，则对任意 u∈Ω，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, , , ,k k k k k k kw w u w B w u B w u B w wϕ ϕ ϕϕ ϕ+ + + +∇ −∇ − = − − . 

将其带入(11)式，可以发现，对任意 u∈Ω， 

( ) ( ) ( )1 1 1, , , ,k k k k k k kα g w u B w u B w u B w wϕ ϕ ϕ+ + +− ≤ − −
. 

由 ( )wϕ 的强凸性质，以及式(5)可推出， 

( ) ( ) 2
1 1 1, , ,

2k k k k k k kg w u B w u B w u w wϕ
ϕ ϕ

µ
α + + +− ≤ − − − .                    (12) 

下面求内积项，根据 Fenchel’s 不等式
22
*

1 1,
2 2

p q p q≤ + ，可得： 

( )

1 1

1

2
2 2

1*

, , ,

, ,

,
2 2

k k k k k k k k k k

k
k k k k k k

k
k k k k k k

g w u g w w g w u

g w w g w u

g w w g w u

ϕ
ϕ

ϕ

ϕ

α α α

α µ α
µ

µα α
µ

+ +

+

+

− = − + −

≥ − − + −

≥ − − − + −

  

 

 

,                        (13) 

*• 为范数 • 的共轭范数。消去
2

1k kw w+ − ，我们有 

( ) ( )
2

2
1 *, , ,

2
k

k k k k k kg w u B w u B w u gϕ ϕ
ϕ

αα
µ+− ≤ − + 

. 

在 kΓ 上取条件期望，再根据假设 1，我们得到 

( ) ( )
2 2

1, , , |
2

k
k k k k k k

Cg w u B w u E B w uϕ ϕ
ϕ

αα
µ+ − ≤ − Γ + 




. 

从而推论得证。 
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引理 2：设 F 为Ω上的强凸函数，强凸系数 0Fµ > ，若假设 1 成立，且 Bregman 距离函数 Bϕ 满足式(10)，
步长取值满足条件(8)，则随机次梯度镜面下降迭代生成的序列{ }kw 与问题(1)的最优解 *w 满足如下关系： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2

1 * * 201
0

1 1 1, 1
2

t

k k
k ttk

F t Ft

CE B w w E F w F w kϕ
ϕα

α
µ α µ µ+ =

=

  + − ≤ +    ∑
∑



. 

证明：在假设 1 下，根据引理 1，令 *u w= ，则对任意 0k ≥ ，有 

( ) ( )
2 2

1 * * * 2, | , ,
2

k k
k k k k k

F F

CE B w w g w w B w wϕ ϕ
ϕ

α α
µ µ µ+ Γ + − ≤ + 



, 

由函数 F 的强凸性可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2
* * * * *, ,

2
k k k k

k k k k k k k
F F F

g w w F w F w w w F w F w B w w
α α α α

α
µ µ µ

− ≥ − + − ≥ − + . 

结合上述两不等式，并对它们求总期望，进一步得：对任意 0k ≥ ， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2

1 * * * 2, 1 ,
2

k k
k k k k

F F

CE B w w E F w F w E B w wϕ ϕ
ϕ

α αα
µ µ µ+   + − ≤ − +     



,            (14) 

不等式两边同时乘以 21 kα ，由 2 2
1

1 1k

k k

α
α α −

−
≤ ，则对任意 1k ≥ ，我们有 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )

1 * *2

2

*2 2

2

*2 2
1

1 1,

1
,

2

1 ,
2

k k
k k F

k
k

k F

k
k F

E B w w E F w F w

CE B w w

CE B w w

ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

α α µ
α

α µ µ

α µ µ

+

−

  + −   

−
 ≤ + 

 ≤ + 





. 

由于 0 1α = ，将上面不等式从 , 1, ,1k k −  求和得 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2

1 * * 1 *2 2
1

1 1 1, ,
2

k

k t
tk F t F

CE B w w E F w F w E B w w kϕ ϕ
ϕα µ α µ µ+

=

   + − ≤ +     ∑


,            (15) 

由于 0 1α = ，由(14)式知，当 1k = 时， ( )1 *,E B w wϕ  满足如下关系： 

( ) ( ) ( )( )
2

1 * 0 * 2
1,

2F F

CE B w w E F w F wϕ
ϕµ µ µ

  + − ≤   


。对任意 1k ≥                  (16) 

联立(15)和(16)式，我们可得到，对任意 1k ≥  

( ) ( ) ( )( ) ( )
2

1 * *2 20

1 1 1, 1
2

k
k tt

k F t F

CE B w w E F w F w kϕ
ϕα µ α µ µ+ =

  + − ≤ +    ∑


, 

将上式两边同时乘以 2
kα ，然后运用关系 2

0

11 k
k t

t

α
α=

 
≥  

 
∑ ，从而推论得证。 

定理 2：设 F 为Ω上的强凸函数，强凸系数 0Fµ > 。若假设 1 成立，且 Bregman 距离函数 Bϕ 满足式

(10)，步长取(9)中任何一个，则对随机次梯度镜面下降迭代法生成的序列{ }kw ，我们有： 

2
2

* 2 2
4

1t
F

CE w w
k ϕµ µ

 − ≤  +



, 对任意 0k ≥ , 

则对加权平均迭代序列{ }ˆ kw ，我们有： 
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( ) ( )
2

*
2ˆ

1t
F

CE F w F w
k ϕµ µ

− ≤   +



, 对任意 0k ≥ , 

2
2

* 2
4ˆ

1t
F

CE w w
k ϕµ µ

 − ≤  +



, 对任意 0k ≥ , 

其中 *w 为问题(1)的最优解。 

证明：根据引理 2，对任意 0k ≥ ，我们有： 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2

1 * * 20

0

1 1 1, 1
21

k k
k tt

kF t F
t

t

CE B w w E F w F w kϕ
ϕ

α
µ α µ µ

α

+ =

=

  + − ≤ +     
 
 

∑
∑



. 

有步长序列{ }kα 满足：对任意 0k ≥ ，
2

1k k
α ≤

+
，所以 

( ) ( ) ( )( )
2 2

1 * * 20

0

1 1 1 2,
11

k k
k tt

kF t F
t

t

CE B w w E F w F w
kϕ

ϕ

α
µ α µ µ

α

+ =

=

  + − ≤    + 
 
 

∑
∑



,             (17) 

由 F 的强凸性以及加权平均迭代序列{ }ˆ kw 的定义，上式可总结为： 

( ) ( )
2

*
2ˆ

1k
F

CE F w F w
k ϕµ µ

− ≤   +



, 对任意 0k ≥ , 

又 F 在Ω上的强凸性，我们有 ( ) ( ) 2
* *ˆ ˆ

2
FF w F w w wµ

− ≥ − ，则 

2
2

* 2
4ˆ

1k
F

CE w w
k ϕµ µ

 − ≤  +



, 对任意 0k ≥ , 

而且由式(17)我们可得： 

( )
2

1 * 2
2,

1k
F

CE B w w
kϕ

ϕµ µ+  ≤  +



, 对任意 0k ≥ , 

则由函数ϕ 的强凸性，我们有 
2

2
* 2 2

4
1k

F

CE w w
k ϕµ µ

 − ≤  +



, 对任意 0k ≥ . 

5. 总结 

本文在基本的镜面下降方法的基础上引入随机思想，得到随机次梯度镜面下降方法，并将该方法与

加权平均迭代法相结合，进一步探讨了带有加权平均迭代[11]的随机次梯度下降镜面下降方法。我们考虑

了随机次梯度镜像下降法的最优性条件，通过使用自适应步长求得权值，从而得到该方法的加权平均迭

代值。本文的创新点是在迭代平均值的构造中使用自适应步长选择来获得权重，通过使用所提出的权值，

我们可以恢复强凸函数和仅凸函数的已知速率。 
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