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Abstract 

This article uses the theory of the finite p-group, giving out two sufficiency and necessity condi-
tions for the generalized quaternion 2-groups, thus obtaining the following conclusion: let G be a 
finite p-group. Then every abelian subgroup of G is cyclic if and only if G has only one subgroup of 
order p. 
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摘  要 

运用有限p-群的有关知识，给出了两个判定广义四元数2-群的充要条件，进而得到结论：设G是一个有限

p-群。则G的每个交换子群皆循环当且仅当G仅有一个p-阶子群。 
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1. 引言 

本文中 G 表示有限群。若 G 为 p-群， ( )ks G 表示 G 的 kp 阶子群的个数，从而 ( )1s G 表示 G 的 p 阶

子群的个数。本文的其他数学符号都是标准的，如果有需要可参考文献[1] [2]。 
众所周知，广义四元数 2-群 2nQ ， 

1 22 2 2 1 1
2

, 1, , , 3
n n

nQ a b a b a b ab a n
− − − −= = = = ≥ , 

是四元数群 8Q  

4 2 2 1 1
8 , 1, ,Q a b a b a b ab a− −= = = =  

在有限 p-群上的推广。 2nQ 是一类十分重要的有限 p-群，具有很多优良的性质。例如， 
1) 2nQ 是一类具有极大循环的子群的有限 p-群； 
2) 2nQ 是一类最大类有限 p-群； 
3) 2nQ 是一类仅有一个 2 阶元的有限 p-群等等。本文讨论了广义四元数 2-群另两个性质： 
4) 2nQ 的每一个交换子群都循环； 
5) 2nQ 仅有一个 2 阶子群， 

从而得到两个判定广义四元数 2-群的充要条件，进而也得到如下有趣结论： 
设 G 是一个有限 p-群。则 G 的每个交换子群皆循环的充要条件是 G 仅有一个 p 阶子群。 

2. 预备引理 

为了方便主要定理的证明，下面引入几个引理。 
引理 1：设 G 是一个 p-群，且 G 的每个交换正规子群皆循环。 
1) 若 2p > ，则 G 本身是循环群； 
2) 若 2p = ，则 G 有极大循环子群。 
证明：可参考文献[1]第 V 章定理 5.10。 
引理 2：设 nG p= ，G 有 1np − 阶循环子群 a 。则 G 只有以下七种不同构的类型： 

I) np 阶循环群： 1 , 1
npG a a n= = ≥ 。 

II) ( )1,np p− 型交换群：
1

, 1, , 1
np pG a b a b ab ba n
−

= = = = ≥ 。 

III) 
1 21 1, 1, , 2, 3

n np p pG a b a b b ab a p n
− −− += = = = ≠ ≥ 。 

IV) 广义四元数 2-群： 
1 22 2 2 1 1, 1, , , 2, 3

n n
G a b a b a b ab a p n

− − − −= = = = = ≥ . 

V) 二面体 2-群： 
12 2 1 1, 1, , 2, 3

n
G a b a b b ab a p n

− − −= = = = = ≥ . 
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VI) 半广义四元数 2-群： 
1 22 2 1 1 2, 1, , 2, 4

n n
G a b a b b ab a p n

− −− += = = = = ≥ . 

VII) 
1 22 2 1 1 2, 1, , 2, 4

n n
G a b a b b ab a p n

− −− − += = = = = ≥ 。 

证明：可参考文献[1]第 V 章定理 5.14。 
引理 3：设 nG p= 。若 ( )1 1s G = ，则 G 是循环群或广义四元数 2-群。 

证明：可参考文献[1]第 IV 章定理 6.1。 
引理 4：若 G 是一个广义四元数 2-群，则 G 的每个交换子群皆是循环群。 
证明：设 G 是 ( )12 3n n− ≥ 阶的广义四元数 2-群。由参考文献[3]的引理 3(2)和定理 1(3)知， 
i) G 的 2 阶和 22 阶子群都是循环的； 
ii) G 的 2k 阶子群除一个循环群外，其余都是广义四元数 2-群类型的群，其中 3, , 1k n= − 。 
因此广义四元数 2-群的循环子群就是它的全部交换子群，即证。 

3. 主要定理 

定理 1：设 G 是一个非循环 p-群。则下列三个条件等价。 
1) G 是一个广义四元数 2-群； 
2) G 的每个交换子群皆循环； 
3) G 仅有一个 p 阶子群。 
证明：首先证明(1)和(2)等价。由引理 4 知，(1) ⇒ (2)显然成立。下证(2) ⇒ (1)。 
由于 G 的每个交换子群皆循环，所以 G 的每个交换正规子群也皆循环。因而由引理 1 知，G 要么为

循环群，要么为具有循环极大子群的 2-群。既然 G 不循环，从而 G 是有循环极大子群的 2-群。因此 G
可能为引理 2 中七类群中 ( )12 ,2n− 型交换群(II)、广义四元数 2-群(VI)、二面体 2-群(V)、半广义四元数 2-
群(VI)和(VII)类型群。但由文献[3]的定理 1 的证明过程知，(II)、(VI)、(V)和(VII)类型群都有 ( )2,2 型的

交换子群，故 G 仅能为广义四元数 2-群。 
其次证明(1)和(3)等价。 

(1) ⇒ (3)。设 G 是一个广义四元数 2-群
2nQ 。则

2nQ 仅有一个 2 阶元
12n

a
−

，从而 G 仅有一个 2-阶子群。 

(3) ⇒ (1)。既然 G 仅有一个 p 阶子群，即 ( )1 1s G = 。由引理 3 知，G 要么为循环群，要么为广义四

元数 2-群。又由 G 不循环，G 仅能为广义四元数 2-群。 
因此在命题假设下，(1)，(2)，(3)条是等价的，即证。 
从定理 1 中，我们很容易得到一个有趣的推论。 
推论：设 G 是一个有限 p-群。则 G 的每个交换子群皆循环当且仅当 G 仅有一个 p 阶子群。 
证明：对于 G 循环的情形是显然的；对于 G 不循环的情形可由定理 1 得到，即证。 
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