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Abstract 

The ill-posed nature of the inverse problem includes both the ill-posed nature of the problem it-
self and the ill-posed nature of the numerical algorithm. In this paper, we consider the 
ill-posedness of the inverse problem of one-dimensional Boussinesq equation, namely, the uni-
queness of the solution. This paper points out the correct way to deal with the additional condi-
tions when solving the inverse problem, and constructs four relatively simple examples, which are 
used not only to illustrate the unfitness of the inverse problem, but also to carry out subsequent 
numerical simulation calculation with the help of these four examples. 
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摘  要 

反问题的不适定性既包含问题本身的不适定性，也包含数值算法的不适定性。本文考虑一维Boussinesq
方程反问题其问题本身的不适定性，即解的唯一性问题，着重指出反问题求解时附加条件的正确处理方

式，同时构建了四个较为简单的实例，这些实例除了用于说明反问题的不适定性以外，还可以借助这四

个实例进行进一步的数值仿真计算。 
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1. 问题描述 

研究地下水渗透模型，保护有限的“生命之源”的任务越来越迫切，如何有效控制，并减少地下水

污染等课题成为了当下不容忽视的问题[1]。在研究地下水污染物的在介质中的渗透扩散问题时，我们经

常把此类问题转化为偏微分方程反问题来处理。 
微分方程定解问题中的参数以及初始条件、边界条件等都是已知的，其相对应的偏微分方程反问题

则是正问题的某个或者某几个已知条件变成未知，仅仅有和未知量有关的附加条件[2]等信息，我们所要

做的就是根据方程本身、已知的几个定解条件和附加条件来求解问题中的未知量。 
我们一般用一维 Boussinesq 方程来描述地下水运动情况，它是一个非线性方程，表示如下 
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式(1)中 ( ),f x t 为入渗强度； ( )k x 是描述介质的透水性强度的一个参数，一般称之为渗透系数，在均匀介

质中，渗透系数 ( )k x 在区域每个点上都是定值，在非均匀介质中， ( )k x 是空间位置的函数，随着空间位

置变化而变化[3]。根据偏微分方程的知识我们可以知道，如果 1 2, , , ,k h g g f 的值已知且满足光滑性条件，

那么该问题的解是存在且唯一。这时的问题就是常见的正问题[4] [5]。 
一般情况下，渗透系数的具体表达式是未知的，所谓系数反演问题，就是在只给定了 ( )1 xϕ 、 ( )1g t 、

( )2g t 、 ( ),f x t 的表达式，而 ( ),h x t 是未知的情况下，来确定渗透系数 ( )k x 。在实际解决此类问题时，

我们需要额外增加一些附加条件，通常会通过一些测量手段获得 ( ),h x t 在某时刻的近似值，再根据更多

的信息或者测量数据来反演系数 ( )k x 。系数反演问题在工程实际问题中研究的比较多，在数学物理反问

题研究中也有很重要的地位。 
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2. 一维 Boussinesq 方程反问题的不适定性实例构建 

2.1. 实例一 

考虑非线性一维 Boussinesq 方程初边值问题。作为参数辨识问题，在已知 ( )1 xϕ ， ( )1g t ， ( )2g t 的

条件下，为了确定未知的渗透系数函数 ( )k x 及浓度的时空分布函数 ( ),h x t ，需要附加条件以确定解决问

题的不适定性。文献[4]提出附加条件 ( ) ( )2,1h x xϕ= ，从而认为对应的问题是适定的，并在数值算例中取

未知函数的真值为 ( ) 21 2 3k x x x= + + ， ( ) ( ) ( )e, x txh x tt − −+= 。将真值代入原方程我们可以得到相应反问

题的已知条件实际设定为： 
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将式(2)中的已知条件代入式(1)，我们得到自由项的表达式如下 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2, e 6 12 3 e 2 2 2 e 2 1 e 1u u u uf x t u u x u u x u u− − − −= − − + + + − + − + −  

其中 u x t= + ，并根据这些条件采用摄动量法求得 ( )k x 和 ( ),h x t 的数值解。 
我们的疑问是：在增加附加条件 ( ) ( )2,1h x xϕ= 后，这一参数辨识问题是否是适定的？通过演算，我

们得到的答案是否定的。即使完全已知 ( ),h x t ，由于关于未知函数 ( )k x 的一阶常微分方程为如下形式： 

( ) ( ) ( ),h h hh k x h k x f x t
x x x t
∂  ∂ ∂  ∂   ′ + = −    ∂ ∂ ∂ ∂    

                        (3) 

在不给定定解条件时，其解函数 ( )k x 也一定不会唯一的，因此问题求解的适定性也无从谈起。值得

注意的是，在公开的文献中，这一问题并未受到关注，相应的反问题求解都是在增加同样的附加条件下

进行的！有些文献中之所以得到比较好的结果，实际上是因为对 ( )k x 的函数类型做了限制，也就相当于

提供了定界条件，相应地，算法的适应性就受到了较大的限制。 
毫无疑问，上面给出的未知函数真值确实是反问题的解，但是即使已知 ( ),h x t 为给定形式，未知函

数 ( )k x 仍是不确定的。事实上，将 ( ) ( ) ( )e, x txh x tt − −+= 代入 Boussinesq 方程，化简后比较方程两边关于

t 的多项式系数，得到 ( )k x 满足的三个等价的微分方程，其中二次项系数得到的方程最为简单，为如下

形式： 

( ) ( ) 22 2 6k x k x x x′ − = −                                  (4) 

解得 ( ) 2 21 2 3 e xk x x x C= + + + ，其中 C 为任意实常数，显然，若想要唯一确定 ( )k x ，必须给定上述

常微分方程的定解条件，通常情况下，定解条件可以设为 ( ) 00k k= 。 

2.2. 实例二 

在文献[4]中还给出了一个参数辨识实例，其初边值条件取值为： 
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未知渗透函数真值设定为 ( ) exk x = 。 

由于文献[4]未提供浓度时空分布函数 ( ),h x t ，这里根据初边值条件与 ( ),h x t 的相容性，猜测(不完全

确定) ( ),h x t 的真值设定为： 

( ) ( ) 22 e e, x t x th x t x x − − − −= − +  

据此可推得 

( ) ( ) ( )

( )( )

( ) ( )( )

2

2 2

22 2 2 2 2 2 2

2 2

1 e 2e

e e

e e 3 1 e

e 3 1

e e 5 4

x t x t

x t t

x t

t

t x t t t

h
t

hh x x x x
x

h hh
x x

x x

x x x x x x

− − − −

− − −

− − − − − − −

−

∂
 ∂

∂ = − − + − + −
∂

= − −

− + − + + − − +


∂ ∂  =  ∂ ∂

−


         (6) 

由式(3)和式(6)我们可推得 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 3 4 2 2 3e e 3 9 16 8 e 5 2, 8 ex t t t tx x x x x xf t xx x− − − − −− + − + − + − + −= + −  

将上述表达式代入 Boussinesq 方程，化简后比较方程两边关于 2e t− 的系数，得到 ( )k x 满足的微分方

程为如下形式为 ( ) ( )2 exk x k x′ − = − ，从而可得 ( ) 2e ex xk x C= + ，其中 C 为任意实常数。 

2.3. 实例三 

除了考虑浓度时空分布函数 ( ),h x t 为稳态情形，即 ( ),h x t 与时间变量 t 无关，则 Boussinesq 方程可

化为常微分方程 

( ) ( ) ( )d d 0
d d

hk x h x f x
x x
  + = 
 

                             (7) 

从而问题变为常微分方程下的参数辨识问题。 
为验证偏微分方程反问题算法的有效性，可取 ( ) 21 2 3k x x x= + + ， ( ) e, xh x t −= ，则相应反问题的已

知条件实际设定为 
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根据 ( )k x 满足的微分方程可解得 

( ) 2 21 2 3 e xk x x x C= + + +                              (9) 

其中 C 为任意实常数。 

2.4. 实例四 

对于考虑 ( ),h x t 可分离变量的函数，记为 ( ) ( ) ( )1 2,h x t h x h t= ，将其代入 Boussinesq 方程，则有 

( ) ( ) ( )2 2
1 2 1 1 2 1 1 2 ,h h h h h k h h h k f x t′′ ′ ′ ′= + +                        (10) 
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在此基础上，我们构造实例四：在方程中，若取 1 1h ≡ ，即浓度时空分布函数与空间位置无关，则必

有 ( ) ( )2 ,h t f x t′ = ，从而我们可以知道， ( ),f x t 也与空间位置无关，只与时间有关，所以这里将其记为 ( )f t ，

则有 

( ) ( )2 dh t f t t= ∫                                  (11) 

显然这里渗透系数函数 ( )k x 可取任意的函数，反问题的解存在但不唯一，具有严重的不确定性，所

以再对其进行数值求解救没有任何意义。 
在方程中，为简单记，若取 ( ) ( )1 1 1h t c x= + 即简单的线性函数，取 ( )2 2h t c t= ，则方程变为

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2
1 2 1 2 1 21 1 ,c c x c c x t k c c t k f x t′+ = + + + ， 进 一 步 地 ， 假 定 1 2 1c c = ， 则 可 得 方 程

( ) ( )2 21 1 ,x x t k t k f x t′+ = + + + 。 
此时若记 ( ) ( )1x k k K x′+ + = ，则有 

( ) ( )1 d
1

k x K x x
x

=
+ ∫                              (12) 

从而 ( ) ( ), 1h x t x t= + ， ( ) ( ), 1f x t x K x= + − ，据此不难设定数值计算实例，设定 ( ) ( )21k x x= + ，则

( ) ( )2 2, 1 3 1f x t x x t= + − + 。 

3. 总结 

通过构建四个实例说明了一维 Boussinesq 方程反问题固有的不适定性，提出了求解反问题时附加条

件的准确补充方式，构建的实例也为后续数值验证提供了依据。 
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