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Abstract 
Through several examples, the methods and steps of solving a class of differentiable functions that 
satisfy given conditions are given. 
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摘  要 

通过实例给出了求解一类满足给定条件的可微函数的解析式的方法和步骤。 
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1. 引言 

已知某函数满足给定的关系式，要求出此函数，当这类问题作为独立的试题(或题目)出现时，不少人

往往感觉到无从入手，解决这类问题也没有明确的思路。本文对几个实例进行了剖析解答。解答的过程

本身给出了解决这类问题的思路和方法。 

2. 几个实例 

例 1：[1] 函数 ( )f x 满足条件
 

 

( ) ( ) ( ) ( )e e , 0 ex yf x y f y f x f ′+ = + = ， 

求 ( )f x 。 
解：当 0y = 时，有 

( ) ( ) ( )e 0xf x f f x= + ， 

得到 

( )0 0f = 。                                      (1) 

于是 
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即 
( ) ( ) 1exf x f x +′ = +  

( ) ( )e exf x x c= + 。                                 (2) 

将(1)代入(2)，得 0c = ，所求 ( ) 1exf x x += 。 
例 2：[2] 设函数 ( )tϕ 于 t−∞ < < +∞上连续， ( )0ϕ′ 存在且满足关系式 

( ) ( ) ( )t s t sϕ ϕ ϕ+ = ， 

试求此函数。 
解：当 0, 0t s= = 时，有 

( ) ( )20 0ϕ ϕ= ， 
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或 

( ) ( )0 1 0 0ϕ ϕ− =   。 

但 ( )0 0ϕ ≠ ，否则取 0s = 时，对任意 ( ),t∈ −∞ +∞ ，有 

( ) ( ) ( )0 0t tϕ ϕ ϕ+ = ， 

得出 ( ) 0tϕ = ，无意义。所以 

( )0 1ϕ =                                         (3) 

于是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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即 

( ) ( ) ( )0t tϕ ϕ ϕ′ ′= ， 

( ) ( )0e tt c ϕϕ ′= 。                                    (4) 

将(3)代入(4)，得 1c = ，所求函数 ( ) ( )0e tt ϕϕ ′= 。 
例 3：[2] 求具有性质 
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的函数 ( )x t ，已知 ( )0x′ 存在。 
解：当 0, 0t s= = 时，有 
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则 

( )0 0x = 。                                    (5) 

于是 
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( ) ( ) ( ) ( )
0

lim 1 1 0 1
s

x t x s x t x
→

− = − =   ， 

所以 

( ) ( ) ( )20 1x t x x t ′ ′= + ， 

( ) ( )arctan 0x t x t c′= + 。                                (6) 

将(5)代入(6)，得 0c = ， ( ) ( )arctan 0x t x t′= ， ( ) ( )tan 0x t x t′=   。 

例 4：[3] 求满足关系式 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ), 0 1

1
f x f a

f x a f
f x f a
+

′+ = =
+

 

的可微函数 ( )f x 。 
解：当 0x = 时，有 

( ) ( )20 1 0f f a − =  ， 

则 

( )0 0f = 或 ( ) 1f a = ± 。 

当 ( ) 1f a = ± 时，由关系式得 

( ) 1f x a+ = ± ， ( ) 0f x a′ + = ， 

因此 ( )0 0f ′ = ，这与题设 ( )0 1f ′ = 矛盾，所以 

( )0 0f = 。                                     (7) 

于是 
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。 

这样，问题相当于 
( )21 , 0 0y y y′ = − = ，                                 (8) 

(8)的通解为 
1ln 2
1

y x c
y

+
= +

−
， 

即 
2
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x
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−
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+
，                                    (9) 

将(8)中初值条件代入(9)，得 1c = ，于是所求函数 

( )
2

2

e 1
e 1

x

xf x −
=

+
。 
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例 5：[4] 证明：函数方程 ( ) ( )5 5f x f x= 有解 ( )f x cx= 。 
证：方程 ( ) ( )f x f xα α= 两端对α 求导，得 

( )
( ) ( )

d
d
f x

x f x
x

α
α

= 或
( )
( )

( )d
d
f x f x

x x
α
α

= ， 

令 5α = ，即有 

( )
( )

( )d 5
d 5
f x f x

x x
= ， 

则 

( ) ( )d
d
f x f x

x x
= ， 

此方程的解为 ( )f x cx= 。 
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