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摘  要 

近几年来，稀疏优化在最小二乘、压缩感知尤其在统计学的逻辑回归模型中均得到了极大的研究及关注。

逻辑回归是经典的分类方法，广泛应用于数据挖掘、机器学习、生物信息学。现研究带有l0范数约束的

稀疏逻辑回归问题，为了求解此类问题，提出了加速分裂增广拉格朗日法(ASALM)。首先我们通过变量

分裂，将稀疏逻辑回归问题转化为带有一个等式约束和一个基数约束的优化问题。接着在分裂增广拉格

朗日法(SALM)中运用Nesterov加速技术，来提高算法的全局收敛性。然后在算法迭代中交替地求解一个

无约束凸优化问题和一个带基数约束的二次优化问题，同时证明了ASALM的收敛性。最后，通过数值实

验说明了ASALM的有效性和可行性，并且证明了ASALM的收敛速度比SALM更快。 
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Abstract 
In recent years, sparse optimization has received great research and attention in the least squares, 
compressed sensing, especially in statistical logistic regression models. Logistic regression is a 
classic classification method, which is widely used in data mining, machine learning, and bioin-
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formatics. Now we study the sparse logistic regression problem with l0 norm constraints. In order 
to solve such problems, the accelerated split augmentation Lagrangian method (ASALM) is pro-
posed. First, we use variable splitting to transform the sparse logistic regression problem into an 
optimization problem with an equality constraint and a cardinality constraint. Next, Nesterov’s 
acceleration technology is used in the split augmented Lagrangian method (SALM) to improve the 
global convergence of the algorithm. Then, an unconstrained convex optimization problem and a 
quadratic optimization problem with cardinality constraints are alternately solved in the algo-
rithm iteration; at the same time, the convergence of ASALM is proved. Finally, numerical experi-
ments demonstrate the effectiveness and feasibility of ASALM, and prove that the convergence 
speed of ASALM is faster than SALM. 

 
Keywords 
Sparse Logistic Regression, Splitting Variable, Nesterov’s Acceleration, Augmented Lagrangian 
Method 
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1. 引言 

在如今的大数据时代下，稀疏优化的应用十分广泛，机器学习、压缩感知、分子生物学等领域都有

很大的研究与发展。近几年来，稀疏优化在统计学的逻辑回归模型中得到了极大的研究及关注。逻辑回

归分析是一种有效的数据处理分类方法，被广泛应用于文本分类[1] [2]、机器学习、生物信息学[3] [4] [5] 
[6]等领域。经典的逻辑回归是一种线性的分类方法，具有训练速度快、模型的可解释性好等特点。本文

考虑的是二项逻辑回归模型，通过给定的训练数据集，运用极大似然估计法估计模型参数得到逻辑回归

模型。 
在实际应用中，需要从大量特征中选择出对模型起关键作用的特征，排除与模型不相关或对模型作

用很小的特征。同时也需要控制逻辑回归模型中参数的稀疏性，起到稀疏优化的效果。为了不造成特征

泛滥，即需要控制模型中参数 w 非零元素的个数 0w 。而带有 l0范数的稀疏优化模型是 NP-难问题，并

且模型是非凸的，这给我们的计算带来了挑战，为了克服这个困难，一般的方法是加入正则项来进行松

弛，将 l0范数松弛为 l1范数是常用的方法。带有 l1范数的正则化模型有着很好的凸性，能够防止过拟合，

同时能够满足得到模型稀疏解，而被广泛应用在各个领域。例如带有 l1 范数的线性回归模型通常又记为

Lasso 模型[7]，在疾病分类中有着广泛的应用。添加 l1 范数后的稀疏逻辑回归模型是一个凸优化问题，

可以运用经典的凸优化方法去求解，例如一阶算法[8]、迭代算法[9]、内点算法[10]。 
在文献[11]中，通过对 Nesterov 加速[12]的研究，提出了加速增广拉格朗日法(AALM)，建立了该方

法的迭代复杂度为 ( )21O k ，并且又推导出了增广拉格朗日法(ALM)的迭代复杂度为 ( )1O k ，证明了

AALM 比 ALM 具有更好的加速效果。本文将 Nesterov 加速方法应用到 SALM 框架中，提高了算法的全

局收敛速度。针对 ASALM 框架中无约束凸优化子问题，运用拟牛顿法(BFGS 算法)求解。针对 ASALM
框架中带基数约束的子问题，通过等价变换得到带 l0范数约束二次优化问题的显式解。 

本文首先介绍了逻辑回归的基础知识，建立了逻辑回归模型和稀疏逻辑回归模型，并给出了最优性

条件；然后针对稀疏逻辑回归模型，提出了加速分裂增广拉格朗日算法(ASALM)；又给出了该算法的一
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阶收敛性证明；然后，通过数值实验说明了 ASALM 的有效性和可行性。最后，对全文进行了总结。 

2. 稀疏逻辑回归 

稀疏逻辑回归基于逻辑回归模型，并在逻辑回归模型基础上添加 l0 范数约束来控制模型中非零参数

的个数。在实际应用中，需要从大量特征中选择出对模型起关键作用的主要特征。例如：在文字识别中，

为了选择出对文字有鉴别意义的特征，需要在逻辑回归模型中添加 l0 范数约束来控制模型中非零参数的

个数。下面将对稀疏逻辑回归模型给出简单的回顾。 

2.1. 二项逻辑回归模型 

给定 ( )T
1, , nx x x= � 表示输入变量，其中 ix 表示 x 的第 i 个属性(特征)， { }1, 1y∈ − + 表示对应输出变

量， 1iy = − 表示第 i 个样本 ix 输出为负类， 1iy = + 表示第 i 个样本 ix 输出为正类。对于给定的输入样本
nx∈� ，输出标签为 { }1, 1y∈ − + 的条件概率为： 

( ) T

11| ,
1 ew x b

P y x
+

= − =
+

 

( )
T

T

e+1| ,
1 e

w x b

w x b
P y x

+

+
= =

+
 

其中 ,nw b∈ ∈� �分别为权值向量与偏差，也为模型的待估计参数。给定训练数据集 

( ) ( ){ } { }1
1, , , , 1, 1N n

ND x y x y= ⊂ × − +� � ，其中 1iy = − 表示第 i 个样本 ix 输出为负类， 1iy = + 表示第 i 个
样本 ix 输出为正类。采用极大似然估计法估计参数 ,w b ，等价变形后，通过求解极小化平均逻辑似然函

数估计模型参数，得到如下逻辑回归模型。 

P(1) ( ) ( )( )( )T

1

1min , min log 1 exp ,
N

i
avg i

i
l w b y w x b

N =

= + − +∑  

其中 nw∈� ， b∈�为待估计参数。

 
2.2. 稀疏逻辑回归模型 

稀疏逻辑回归是基于经典逻辑回归模型构建，并在经典逻辑回归模型基础上添加 l0 范数约束来控制

模型中非零参数的个数。因此稀疏逻辑回归模型构建为： 

P(2) ( ) 0,
min , , s.t. ,avgw b

l w b w K≤  

其中 ⋅ 为欧式范数， 0K > 为控制w中非零元素个数的参数。带 l0范数约束的逻辑回归问题高度非线性，

且是 NP-难问题。通过添加 l1范数，稀疏逻辑回归模型转化为带 l1正则项的凸优化问题： 

P(3) ( ) 1,
min , ,avgw b

l w b wτ+  

其中 0τ > 为正则化参数。凸优化问题可以用迭代算法[9]、内点算法[10]、一阶算法[8]等多种凸优化方法

求解。 

2.3. 最优性条件 

下面给出稀疏逻辑回归的最优性条件[13] [14]。令 ( ) 1, nb wα += ∈� ，即 ( ) ( ),avg avgl b w l α= 。若 *α 是

稀疏逻辑回模型的局部最优解，则存在 * 1nδ +∈� 与 *α 满足如下的 KKT 条件： 
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( )* *

*

0,

0,   .

avgl

j J

α δ

δ

∇ + =

= ∈
                                  (1.1) 

其中 { } { }* *1 2 1: 0jJ j n α= ∪ ≤ ≤ + ≠ 。 

3. 加速分裂增广拉格朗日法(ASALM) 

3.1. 变量分裂 

稀疏逻辑回归模型是一个带有 l0 范数约束的最优化问题，采用变量分裂的技术，将问题转化为带有

一个等式约束和一个基数约束的最优化问题。由于 w、b 分别代表逻辑回归模型中权值向量和偏差。令

( ),b wα = ，则 1, Jb wα α= = ，其中 { }2, , 1J n= +� 。引入辅助变量 nβ ∈� ，则稀疏逻辑回归模型等价转

化为： 

P(4) ( )1 0,
min , , s.t. , .avg J Jl K
α β

α α α β β= ≤  

3.2. Nesterov 加速 

Nesterov 提出一种用于梯度方法的加速策略，在 Nesterov 加速[12]算法中，引入一个或者多个辅助变

量，并利用当前变量的梯度来更新参数。具体而言，在 SALM 框架中，拉格朗日乘子更新后得到 ˆkγ ，

増加了对拉格朗日乘子预测并修正的步骤，如下： 

2

1

1 1 4
,

2
k

k

t
t +

+ +
=  

( ) ( )1 1

1 1

1ˆ ˆ ˆ ˆ+ .k k k k k kk k

k k

t t
t t

γ γ γ γ γ γ+ −

+ +

−
= − + −  

3.3. 加速分裂增广拉格朗日法 

关于等式约束 Jα β= 的增广拉格朗日函数形式为： 

( ) ( ) ( ) 2T
1, , , ,

2avg J J JL lρ
ρα β γ α α γ β α β α= + − + −  

其中 nγ ∈� 为等式约束 Jα β= 对应的拉格朗日乘子， 0ρ > 为罚参数。亦即： 

( ) ( )( )
2

2

1

1 1 1, , log 1 exp ,
2 2

N

i J
i

L B
Nρ

ρα β γ α α β γ γ
ρ ρ=

= + − + − − ⋅ −∑  

其中 iB 为矩阵 B 的第 i 行， 

( )
( )

( )

( )

T1
1 1

T2
12 2

T

.N n

N
N N

y y x

y y xB

y y x

× +

 
 
 
 = ∈ 
 
  
 

�
� �

                            (2.1) 

下面给出加速分裂增广拉格朗日法(ASALM)算法步骤： 
初始步：给定允许误差 0ε ≥ ，罚参数 0ρ > ，初始化 ˆ nγ ∈� ，初始化 β ，令 1 0ˆγ γ= ， 1 1t = ， 1k = 。 
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迭代步：判断精度，若 k k
Jα β ε− ≤ 输出 kα ，停止计算； 

令
2

1

1 1 4
2

k
k

t
t +

+ +
= ，计算： 

( )1

+1 arg min , , ,
n

k k kLρ
α

α α β γ
+∈

=
�

                             (2.2) 

( )
0

+1 +1arg min , , ,k k k

K
Lρβ

β α β γ
≤

=                             (2.3) 

( )+1 1ˆ ,k k k k
Jγ γ ρ β α += + −                                (2.4) 

( ) ( )1 1

1 1

1ˆ ˆ ˆ ˆ+ , : 1.k k k k k kk k

k k

t t
k k

t t
γ γ γ γ γ γ+ −

+ +

−
= − + − = +                    (2.5) 

由 ASALM 算法迭代步可知，子问题(2.2)是一个无约束光滑凸优化问题，可以用拟牛顿法求解，其

核心思想是用不含二阶导数的矩阵 kU 替代牛顿法中的 1
kH −  (Hesse 矩阵的逆矩阵)，然后沿搜索方向

k kU g− ⋅ 做一维搜索，根据不同的 kU 构造方法有不同的拟牛顿法。 
令 ( ) ( ), ,k kf Lρα α β γ= ，具体拟牛顿法(BFGS 法)步骤如下： 
初始步：给定初始点 ( )1α ，允许误差 ε ，设置 1

1B−  (通常取单位阵)， 1k = 。 
迭代步：1) 记 ( )( )k

kg f α= ∇ ，计算搜索方向 ( ) 1k
k kd B g−= − ⋅ ， 

2) 从点 ( )kα 出发，沿着 ( )kd 做一维搜索，获得最优步长并更新参数： 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )1

arg min ,

,

k k
k

k k k
k

f d

d
λ

λ α λ

α α λ+

= + ⋅

= + ⋅
 

3) 判断精度，若 1kg ε+ < ，则停止迭代，否则转(4)； 
4) 计算 ( ) ( )1

1 , k k
k kg g g α α α+
+∆ = − ∆ = − 。更新 1B− ： 

T T T
1 1
1 1 1T T T ,k n k n

g gB I B I
g g g

α α α α
α α α

− −
+ + +

   ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆
= − − +   ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆   

 

5) 1k k= + ，转 1)。 
子问题(2.3)是一个带有基数约束的最优化问题，通过等价变换可以转化为带有基数约束的二次优化

问题如下： 

( )2

1
min ,

n

i i
iβ

β ξ
=

−∑  

0s.t. .Kβ ≤  

其中 Jξ α γ ρ= − ，且问题的最优解[14]为如下形式： i iy ξ∗ = ， i∈Μ 。 0iy∗ = ， i∉Μ 。其中 

{ }1,2,3, , nΜ ⊂ � 表示向量 2ξ 的前 K 个最大元素所对应的指标集。 

3.4. ASALM 算法的收敛性 

ASALM 算法求解稀疏逻辑回归问题的一阶收敛性[13]如下： 
令 ( )ˆˆ ˆ, ,α β γ 为由 ASALM 算法产生点列 ( ){ }

1
, ,k k k

k
α β γ

∞

=
的聚点。假设{ }

1

k

k
γ

∞

=
有界，且 

( ) ( )1 1 1lim , , , , 0.k k k k k k

k
α β γ α β γ+ + +

→∞
 − =   
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则 ˆ kα 满足问题 P(4)的一阶最优性条件(1.1)。 

4. 数值实验 

本章节主要通过数值实验来验证加速分裂增广拉格朗日算法(ASALM)的可行性和有效性。我们将所

要研究的稀疏逻辑回归问题应用于随机合成的模拟数据，通过对实验结果的数据分析和绘图分析客观地

描述了加速分裂增广拉格朗日算法的性能与效率。本次实验的代码由 MATLAB R2019a 编写，并且在

Intel(R) Core(TM) i5-9300H 2.4GHz CPU, 8GB RAM 的个人笔记本电脑上进行了数值实验。 
我们考虑下列稀疏逻辑回归问题： 

( )( ) 0, 1

1min log 1 exp , s.t. , .
N

i J
i

B K
Nα β

α α β β
=

 + − = ≤ 
 

∑                   (3.1) 

其中 ( )1, Jα α α= ，B 是一个 ( )1N n× + 矩阵如上(2.1)所示。设置罚参数 0.5ρ = ， 1k = ， 1t = ，初始化 1 0ˆ,β γ

为零向量，即 1γ 亦为零向量。重新定义矩阵 B 的维度尺寸为 n m× ，定义 1 k 1 1k k
Jr α β+ + += − 和

( )1 1k k ks ρ β β+ += − − 分别为原始残差和对偶残差，设置绝对误差 610absε −= 和相对误差 310relε −= ，实验中的

迭代停止准则为 k prir ε≤ 和 k duals ε≤ ，其中 { }max ,pri abs rel k knε ε ε α β= + ，
 

dul abs rel knε ε ε γ= + 。 
为了直观地描述 ASALM 的性能与效率，我们将 ASALM 与分裂增广拉格朗日算法(SALM)进行了实

验对比，测试了四种不同维度的应用实例，即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 500,500 , 500,1000 , 1000,1000 , 1000,1500n m = ，数

值实验结果见表 1。在四种不同的维度条件下，表 1 中分别比较了两种算法的迭代次数、CPU 运算时间

和目标函数值。从表 1 中可以分析得出 ASALM 比 SALM 有着更少的迭代次数和 CPU 运算时间。因此，

针对问题(3.1) ASALM 是可行的且比 SALM 更有效。 
为了进一步观察 ASALM 和 SALM 的收敛性，我们可视化了两种算法收敛性的变化，见如下图 1 和

图 2。我们观察了 ( ) ( ) ( ), 500,500 , 500,1000n m = 两种条件下原始残差和目标函数值随着迭代次数(k)的变化

情况，图 1 和图 2 都展示了 ASALM 的原始残差比 SALM 下降的更快，且 ASALM 比 SALM 更快达到最

优目标函数值。因此，ASALM 的收敛速度比 SALM 更快，且性能与效率更好。 
 

Table 1. Comparison of two algorithms based on simulated data 
表 1. 基于模拟数据的两种算法比较 

尺寸 算法 迭代次数/次 CPU 时间/秒 目标函数值 

n = 500, m = 500 
SALM 61 5.3689 191.77 

ASALM 38 4.2988 191.77 

n = 500, m = 1000 
SALM 67 11.4928 328.06 

ASALM 42 9.5626 328.07 

n = 1000, m = 1000 
SALM 51 28.1707 225.47 

ASALM 41 18.2236 225.49 

n = 1000, m = 1500 
SALM 72 42.0699 381.58 

ASALM 44 37.2547 381.59 

https://doi.org/10.12677/pm.2021.1112237


周璇 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2021.1112237 2122 理论数学 
 

   
Figure 1. n = 500, m = 500 
图 1. n = 500, m = 500 

 

  
Figure 2. n = 500, m = 1000 
图 2. n = 500, m = 1000 

5. 结论与展望 

本文针对带有 l0 范数约束的逻辑回归问题，提出了加速分裂增广拉格朗日法求解此类问题。该算法

在迭代中交替求解两个子问题，借助 BFGS 算法求解其中一个子问题，并通过等价变形求解出另一个子

问题的显式解。在 SALM 框架中，运用 Nesterov 加速技术，提高算法的全局收敛性，给出了 ASALM 算

法的一阶收敛性证明。最后，通过数值实验说明了 ASALM 的收敛速度比 SALM 更快，且性能与效率更

好。此类方法亦可以应用到带有范数约束的多项逻辑回归问题上，在提高全局收敛性的性能上优于其它

凸优化方法。 
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