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摘  要 

设 ( )nϕ 为欧拉函数，本文将应用Selberg-Delange方法研究 ( )nϕ 及 ( ) ( )n
g n

n
ϕ

= 的均值问题并得到了一

个较好的主项。 
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Abstract 
Let ( )nϕ  be the Euler function. In this paper, we use Selberg-Delange method to study the aver-

age behavior of ( )nϕ  and ( ) ( )n
g n

n
ϕ

=  and get a better main term. 
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1. 引言和主要结果 

若自然数 1n ≥ ，欧拉函数 ( )nϕ 表示不超过 n 且和 n 互素的正整数的个数。众所周知 

( )
d n

d nϕ =∑ ， 

由Mӧbius变换有 

( ) ( )
d n

nn d
d

ϕ µ=∑ ， 

由此 ( )nϕ 也可以表示为遍历 n 的不同素因子的乘积的形式，即 

( ) 11
p n

n n
p

ϕ
 

= − 
 

∏ . 

我们记 

( ) ( ) ( )
n x

n M x R xϕ
≤

= +∑ . 

Dirichlet 证明了对于任意的 0ε > ， 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1, .
2 2

xM x R x O x ε

ζ
+= =  

1874 年，F. Mertens [1]进一步得出以下结论： 

( ) ( )logR x O x x= . 

我们在很多数论相关的书里可见到该结论的证明(例[2]，定理 330)。1963 年，Walfisz [3]改进了余项： 

( ) ( )
2 4
3 3log log logR x O x x x

 
=   

 
. 

若令 ( ) ( )n
g n

n
ϕ

= ，可以得到： 

( ) ( ) ( )
n x

g n J x E x
≤

= +∑ ， 

其中 ( ) ( )2
xJ x

ζ
= ， ( ) logE x x 。1987 年，Montgomery [4]明确给出了 ( )R x 和 ( )E x 的关系，即 

( ) ( ) ( )( )0 exp log
R x

R x O c x
x

= + − ， 

其中 0c > 是绝对常数。这改进了 Pillai 和 Chowla [5]以及 Erdös 和 Shapiro [6]先前的结果。 
本文利用 Selberg-Delange 方法研究 ( )g n 和 ( )nϕ 在长区间上的均值问题，并得到了较好的主项，结

果如下： 
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定理 1 ( ) ( )
1

: s
n

g n
s

n

∞

=

= ∑ 和 ( ) ( )
1

: s
n

n
s

n
ϕ∞

=

= ∑ 是 ( )0; , ,z c Mδ 型 Dirichlet 级数( 型级数的定义参见第

二部分)。对 3x ≥ ， 0N ≥ ， 0A > ， z A≤ 有 

( ) ( )
( )

1
6

0

1
loglog

NN
k

k
n x k

z c Ng n x O M
xx

λ +

≤ =

   +  = +       
∑ ∑                       (1) 

( ) ( )
( )

1
2 7

0

1
loglog

NN
k

k
n x k

z c Nn x O M
xx

λ
ϕ

+

≤ =

   +  = +       
∑ ∑                       (2) 

其中正常数 6c ， 7c 以及O 符号中的隐含常数至多依赖于 c，δ 和 A 。 
基于对式(1)，(2)主项的观察可以发现，本文结果的主项较 ( )J x 和 ( )M x 更为精细，它是关于1 log x

的 N 次多项式，而 N 可取任意自然数。 

2. 预备知识 

符号说明： 0A ≥ ， 0M > ， 0c > ，0 1δ< ≤ 是一些常数，ε 是任意小的正常数， s iσ τ= + ， ,σ τ 为

实数， ( )nϕ 为欧拉函数， ( )sΓ 为伽马函数， ( )sζ 是 Riemann Zeta 函数。 
由 de la Vallée-Poussin [7]，存在正常数 c，使得 ( )sζ 的非零区域 ′ 为 

( )1 1 logcσ τ+≥ − + ， 

其中 { }log max 0, logτ τ+ = ，我们用表示区域 ′ 除去实线段 [ ]1 ,1c− 后得到的单连通区域。 
定义 1 设 z∈， 0c > ， 0 1δ< ≤ ， 1M > ， ( )f n 是一个数论函数，其对应的 Dirichlet 级数为 

( ) ( )
1

: s
n

f n
s

n

∞

=

= ∑ . 

若 Dirichlet 级数 

( ) ( ) ( ), : zG s z s sζ −=   

在 ′ 上可延拓为全纯函数且在其上满足上界估计 

( ) ( )1, 1G s z M
δ

τ
−

≤ + ， 

则称级数 ( )s 具有性质 ( ); , ,z c Mδ 。 
在 ( );G s z 的全纯区域中，其 k 阶偏导为 

( ) ( ) ( ); ;
k

k
kG s z G s z

s
∂

=
∂

， 

及 

( ) ( )
( ) ( ) ( )1 1: 1;

! !
h

k j
h j k

z G z z
z k h l

λ γ
+ =

=
Γ − ∑ . 

考虑到 ( )nϕ 和 ( )g n 对应的 Dirichlet 级数与 ( )sζ 的关系， 1s = 是 ( )sζ 的一阶极点，定义函数 

( ) ( ) ( ){ }1
; :

z
s s

Z s z
s
ζ−

= ， 

我们有 
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引理 1 函数 ( );Z s z 在圆盘 1 1s − < 上全纯，具有 Taylor 展式 

( ) ( )( )
0

1; 1
!

j
j

j
Z s z z s

j
γ

∞

=

= −∑                                (3) 

其中 ( )j zγ 是 z 的整函数，对任意的 0A > ， 0ε > 满足上界估计 

( ) ( ) ( ),
1 1 .
!

j
j Az z A

j εγ ε+ ≤                              (4) 

证明：参见[8]中定理 II.5.1。 
引理 2 存在正常数 c，使得对 3τ > 及 1 logcσ τ≥ − 有 

( ) ( )log log log 1s Oζ τ≤ + . 

证明：参见[8]中定理 II.3.16。 
引理 3 设为 Hankel 围道，对每个 1X > ，令 ( )X 为 Hankel 围道在半平面 Xσ > − 的部分，那么

对 z∈一致地有 

( ) ( ) ( )| | 21 1d 47 1 e .
2

X
z s z

X
s e s O z

i zπ
−−  

= + Γ +  Γ  
∫  

证明：参见[8]中推论 II.5.2.1。 

3. 定理的证明 

由欧拉函数 ( )nϕ 是乘性函数(见[9])，有 

( ) ( )
( )

( ) ( )

1 2 1
1

1 1 11 1

1
2 .

( )

s s s s
n p

n
s

n p p p

s
s

ϕ

ζ
σ

ζ

∞

− −
=

  
= = − + + +     

−
= >

∑ ∏ 

 

同理可得 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
1 .

1s
n

g n s
s

sn
ζ

σ
ζ

∞

=

= = >
+∑  

我们先证明定理中的式(1)。 

( ) ( ) ( );s s G s zζ= 在区域内全纯，且 ( ) ( )
1;

1
G s z

sζ
=

+
，由于 

( ) ( )1 1
1

sσ σζ σ
σ σ
−

≤ ≤ >
−

， 

我们有 

( ) ( ) ( ) ( )11 1 .; 1
1

z
s

sG s M
δσ τ

ζ σ
−+

= ≤ ≤ + ∈
+

                       (5) 

从而级数 ( )s 具有性质 ( ); , ,z c Mδ 。 
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在 s∈上有解析延拓 

( ) ( )( ), 1z zs sZ s z sζ −= − . 

取 1z = ，我们有 

( ) ( )( ) 1;1 1s sZ s sζ −= − . 

另外由引理 2 的上界估计可得，对任意常数 0A > ，有 

( ) ( ) ( )1 log , , 1 1
A

As z A s sζ τ++ ≤ ∈ −  ，                      (6) 

由(5)和(6)知对 z A≤ ， s∈， 1 1s −  一致地有 

( ) ( ) ( ) ( )1
,

1
21 log 1 1

A

As MM δ

δδ
τ τ τ

− −++ + +  .                     (7) 

令 ( ) ( ):
n x

A x g n
≤

= ∑ ，由 Perron 公式有 

( ) ( ) ( )
1

0

1 dd
2 1

x i s
i

sA t t s x
i s s

κ

κπ
+ ∞ +

− ∞
=

+∫ ∫  ， 

其中
11

log x
κ = + 。取 1T > 为待定参数，令Γ是包括以下三部分的 Hankel 围道： 

1) 以 1s = 为圆心， ( )1 2logr x= 为半径，并且除去点 1s r= − 的圆， 

2) 由1
2
c

− 到1 r− 的线段，幅角θ π= − ， 

3) 由1 r− 到1
2
c

− 的线段，幅角θ π= 。 

( )σ τ 是 0 Tτ≤ ≤ 及 0T τ− ≤ ≤ 上的曲线 ( ) ( )1: 1 1 log
2

cσ τ τ+= − + 。由留数定理，可将积分线段

[ ],iT iTκ κ− + 转化成 

( ) ( ) ,T iT iTσ κσ τ ±∪ ±Γ∪    . 

我们利用(7)可算得 [ ],iT iκ κ± ± ∞ 及 ( ) ,iT iTσ τ κ± ±   上的贡献 2 2
,A Mx Tδ

δ
−

 。事实上， 

( ) ( )

( )1 12

2

1
1

,

,
2

1 d:
2 1

d1

,

1

i s
iT

A T

A

M

sI s x
i s s

i i

Mx

x

T

κ

κ

δ

δ

δ
κ

δ

π

τ
κ τ κ τ

τ
−

+

+

+∞

−

∞ +

+

=
+

+ + +

∫

∫





 

( ) ( )( )

( )

1
2

11
2

1 2

, (

,
2

)

1 d:
2 1

.

d
1

1

iT s
T iT

A T

A

sI s x
i s s

x
iT iT

M

M

T x

κ

σ

κ σ
δ σ

δ

δ

δ

π

σ
σ σ

τ
−

+

−

+ +

−

++

=
+

+ + +

∫

∫





 

下面计算曲线 ( )σ σ τ= 的贡献， 
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( ) ( )

( )

1
3 ( )

( ) 1
, ( )

( ) 1
,

,

1
2

2

1
2

20

2 2

1 d:

1

1

d

,

2

d

s
i

T
A i

T
A

A

T

sI s x
i s s

M x

Mx

x

T

M

σ τ τ

σ
δ σ

δ

δ
σ

δ

δ

δ

τ τ
τ

τ

τ

π

τ

τ
τ

+

+

+

+

−

−

+

−
+

=
+∫

∫

∫









 

取 ( )1exp logT c xδ −= ，则对 0x x≥ 有 

( )2
1exp log exp log

4
cT x c x

δ δ−  
= − = −  

 
， 

综上所述有 

( ), 1
2

1 2 3 exp logA M cI I I xxδ −+ +  ， 

于是 

( ) ( ) ( )1
,

log2
0

d e
x c x

AA t t x O Mxδ
−= Φ +∫ ， 

其中 

( ) ( ) ( )
11 d: .

2 1
s ss x

i s
x

sπ
+

Γ
Φ =

+∫   

易知道 ( )xΦ 是 +
 上关于 x 的无穷阶可微函数，我们有 

( ) ( )1 d
2

sxx s s
i sπ Γ

′Φ = ∫  ， 

对 s∈，有 

( ) ( ) ( )( ) 1; ; 1s sG s z Z s z s −= − ， 

从而由(3)、(4)和(5)得 

( ) ( )1 .As M s s−− ∈Γ  

当 s∈Γ时， ( ) ( ); ;G s z Z s z 在 1s = 处有 Taylor 展式： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0 0

( )

0

1;

; ; 1

1 1
! !

1 1
! !

1; ,

k
k

k

h
h ll

h l

kh
l

k h l k

G s z Z s z g s

G r
s

z

z
s

h l

r

z

z zG s
h l

∞

=

∞ ∞

= =

∞

= + =

= −

= − −

 = − 
 

∑

∑ ∑

∑ ∑

 

于是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1; 11 1
! !

; .
!

h h
k l l k

h l k h l k

k
g z r z G r z G z k z

l
z

lh k
z λ

+ = + =

 
= = = Γ − 

 
∑ ∑  

而 ( ) ( ); ;G s z Z s z 全纯且在圆盘 1s c− ≤ 中为 ( )O M ，由 Cauchy 公式可得到 
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( ) ( ) ( )
( )

( )

11

11

; ;1 d
2 1

d
1

0 .

k ks c

ks c

k

G s z Z s z
g z s

i s
M s

s
M k
c

π +− =

+− =

=
−

−

≥

∫

∫







 

考虑到Γ包含于
11
2

s c− ≤ 中，我们有 

( )( )
1

1 1

1
1 1

N
kk

k k
k N k N

sMg z s s M
cc

+
∞ ∞

= + = +

 − 
− −  

 
∑ ∑  ， 

因此，对于 s∈Γ， 0N ≥ 有 

( ) ( ) ( )( )
1

0

1
; ; 1 .

N
N k

k
k

s
G s z Z s z g z s O M

c

+

=

  −  = − +     
∑  

从而 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1

1
1

0

1

0

1 ; ; 1 d
2

11 11 d d
2 2

1 1 d ,

1

2

1

1

s

N
N k s s

k
k

N k s N
k

k

xx sG s z Z s z s s
i s

s
g z s x s O M x s

i i c

g z s x s O M

s

s
s

c R x
i

π

π π

π

−

Γ

+
−

Γ Γ
=

− −

Γ
=

′Φ = −

  −  = − +     

= − +

−

−

∫

∑ ∫ ∫

∑ ∫

              (8) 

其中 

( )

( )

1

1 11

11 1: d
2 1

1 1 d

1 d

N
N s

NN s

NN s

s
Mc O M x s

i c s

Mc s s x s

Mc s x

R x

s

π

+

−

Γ

+ −− −

Γ

−

Γ

  − 
 =    −  

− −

−

∫

∫

∫





 

因此 

( ) ( )

( )

1
2

1

2

2

cos 1
1

1 1 1

1

1 d d

d

1d
og

.
2 l

r N r
s c

r

N

t N r N

N
t

r

c

c

N
c

R x x x s

x t t x r

x x t t x
x

rσ θσ σ
− +

− =

− + +

+
−

−
− +

− +

 
+  

 

∫ ∫

∫

∫









 

令 logu t x= ，则 loge et t x ux− − −= = ，有 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

log1 12
1
2

1

1
2

log e d log 2

log 1

1 .
log

c xN Nu N N

N

N

R x x x u u x x

x x N

c Nx
x

− − − −− −

− −

+

+

Γ +

 +
 
 

∫
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我们利用引理 3 来估计主项 ( )x′Φ ，作变量代换 ( )1 logs xω = − ，则
1

log es xx x x
ω

ω
+

= = ，有 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1
log

2

1 log|1 | 2 2

4
3

1 11 d log e d
2 2

1log 47 1 1 e
1

1log 1 .
1

k ks k
c x

c xk k

c
kk

s x s x x
i i

x x O k
k

x x O c k x
k

ωω ω
π π

− − −
 Γ  
 

− ⋅− −

−−

− =

   = + Γ + −   Γ −   
   = + +   Γ −   

∫ ∫

 

于是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )( )

4
3

0

3
0

4

0

0

1log 1
1

1 1
1log log

,
log

cN kk N
k

k

cN N k N
k kk k

k k

N
k N

Nk
k

x g z x x O c k x O Mc R x
k

xg z g z O c k x O Mc R x
kx x

z
x O E O M R x

x

x

c
λ

−− −

=

− −

= =

−

=

    ′Φ = + + +   Γ −     
 

= + + + 
Γ −  

  = + + 
  

∑

∑ ∑

∑

 

其中 

( )

( )

3
4

0 0

4 4

4

0

1
504

4

2

1: !
log log

5 ! 5
log ! log

15 !
log

5

l
,

og

k kc cN N
N

N k
k k

N k N

c

c N

k

N N

c kE x g z Mx c k
x c x

c NMx
c x N k c x

c NcM N x M
c x x

− −

= =

−
−

=

−
+

   +
=    

   

   
   −   

   +
   
   

∑ ∑

∑





 

 

将其代入(8)得 

( ) ( )
( )

( )
( )

1 1
5 2

0

1
6

0

1 1
log loglog

1 .
loglog

N NN
k N

k
k

NN
k

k
k

z c N c Nx x O M O Mc x
x xx

z c Nx O M
xx

λ

λ

+ +
−

=

+

=

       + + ′    Φ = + +               
   +  = +       

∑

∑

 

证毕。 
式(2)的证明与式(1)的证明类似，故在此做简要说明而不再赘述。由于 ( )nϕ 的 Dirichlet 级数可表为 

( ) ( )
( ) ( )1

2 .
s

s
s

ζ
σ

ζ
−

= >  

我们将用 ( ) ( ) ( ){ }2 1
; :

z
s s

H s z
s
ζ− −

= 替换证明过程中的函数 ( );Z s z ，它在 2 1s − < 上全纯，取 1z = ,

( ) ( )
1;G s z
sζ

= ，
12

log x
κ = + ，证明过程可类似推出。 
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