
Pure Mathematics 理论数学, 2021, 11(5), 851-864 
Published Online May 2021 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2021.115098  

文章引用: 柯至泰, 陈敏风. 求数列极限的若干方法[J]. 理论数学, 2021, 11(5): 851-864.  
DOI: 10.12677/pm.2021.115098 

 
 

求数列极限的若干方法 

柯至泰，陈敏风* 

广东外语外贸大学数学与统计学院，广东 广州 

  
 
收稿日期：2021年4月15日；录用日期：2021年5月18日；发布日期：2021年5月25日 

 
 

 

摘  要 

极限是微积分学中的一个重要的基本概念。微分、积分和级数等等都是建立在极限概念基础之上。数列

极限是极限理论的重要组成部分。本文通过对求解数列极限各种题型的方法总结和探讨，为以后学习其

他数学知识打下了坚实的基础。 
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Abstract 
Limit is an important basic concept in calculus. Differential, integral, series and so on are all based 
on the concept of limit. Sequence limit is an important part of the limit theory. This paper summa-
rizes and discusses the methods of solving the limit of sequence, which lays a solid foundation for 
learning other mathematical knowledge in the future. 
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1. 求数列极限方法举例 

1.1. 根据数列极限的 Nε − 定义证明极限 

例 1.1：证明
2

2
2lim 2

2n

n
n→∞

=
−

。 

解：由于 

( )
2

2 2
2 4 42  2 .

2 2
n n

nn n
− = ≤ ≥

− −
                             (1) 

因此，对任给的 0ε > ，只要
4
n

ε< ，便有 

2

2
2 2 ,

2
n

n
ε− <

−
                                     (2) 

即当
4n
ε

> 时，(2)式成立。又由于(1)式是在 2n ≥ 的条件下成立的，取 

4 .max 2,N
ε

 =  
 

 

由数列极限的定义可知，对任给的 0ε > ，取
4max 2,N
ε

 =  
 

。据分析，当 n N> 时有(2)式成立，于是本

题得证。 
注：通过解答本题，除了对定义灵活运用之外，还可以发现一个解题技巧——适当地放缩，更准确

的说法是对 na a− 进行适当的放大。一般而言，对于数列{ }na ，在解不等式 na a ε− < 时，若难以解出

( )n f ε> ，这时就需要对 na a− 适当放大，使对 ( )na a g n− < ，然后再解不等式 ( )g n ε< ，由不等式关

系的传递性易得 na a ε− < ，从而达成目标，这便是放缩法在求数列极限中的具体应用。 
关于应用数列极限的 Nε − 定义解决问题需要注意的问题 
1) ε的任意性 
正数 ε的作用在于衡量数列通项 an与定数 a 的接近程度，ε愈小， na a ε− < ，由绝对值的意义可知，

an与 a 的距离足够小。而正数 ε 任意地小，说明 an无限逼近极限 a。由于 ε 具有任意性，我们往往可以

限定其小于另一个正数来暂时确定它(如 1ε < )，而它一旦被确定下来之后，就假定为不变的，以便依靠

它去寻找 N，这也是诸多题目里使用 ( )0k kε > 、 ( )0k kε > 来替代 na a ε− < 中的 ε原因。 
2) N 的依赖性(相应性) 
N 往往是在 ε确定之后才给出的。一般来说，随 ε变小而变大，表示 ε越小，an与定数 a 无限接近，

反映所对应的 n 无限增大，亦即 N 也越大。故经常将 N 写作 ( )N ε 。 
3) N 的不唯一性 
对 N 强调 N 由 ε确定，即对任给的 ε，一定存在 0N > ，即 N 的存在性。但 N 不唯一，即并不意味

着 N 是由 ε所唯一确定的，例如：取 1000N = 时，欲使当 1000n N> = 时满足 na a ε− < ，则须有当 1001N =
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或更大时，也必有 na a ε− < 成立，这里的 N 并不一定是正整数，只要是正实数即可。对此，只要通过 0ε >
找到一个使不等式满足的 N 即可，即确定其存在性即可，不必求出最小的 N。 

1.2. 根据数列收敛性质去证明数列极限 

1) 性质 1 (迫敛性) 
设收敛数列{ }na 与{ }nb 都以 a 为极限，数列{ }na 满足：存在正数 0N ，当 0n N> 时有 

,n n na c b≤ ≤  

则数列{ }nc 收敛，且 lim nn
c a

→∞
= 。 

例 1.2 ([1] p. 31)：求数列{ }n n 的极限。 
解：记 1n

n na n h= = + ，这里 ( )0 1nh n> > ，则有 

( ) ( ) 21
1

2
n

n n
n n

n h h
−

= + > . 

由上式得 ( )20  1
1nh n

n
< < >

−
，从而有 

21 1 1 .
1n na h

n
≤ = + ≤ +

−
 

由
2lim 1 1

1n n→∞

 
+ =  − 

。故由迫敛性得： lim 1n

n
n

→∞
= 。 

注：对于应用迫敛性求数列极限的题目，往往需要熟练掌握常用不等式(如均值不等式)以及构造并

解不等式的知识。与之类似的还有如下的例题： 

例 1.3：求极限
1lim 1

n n→∞
+ 。 

解：记
11na
n

= + ，当 1x > 时，显然有 x x< ，故 

11 1 .na
n

< < +  

由
1lim 1 1

n n→∞

 + = 
 

。故由迫敛性可得
1lim 1 1

n n→∞
+ = 。 

运用迫敛性不仅可以解决上述类型的题目，还可以用于求解求和形式的数列极限。 

例 1.4 [2]：求极限 2 2 2
1 1 1lim

2n
n

n n n nπ π π→∞

 + + + + + + 
 。 

解：由于 

( )2 2 2 ,  1, 2, , ,n n n k n
n n n k nπ π π

≤ ≤ =
+ + +

  

故 
2 2

2 2 2 2 2
1 1 1 ,

2
n n

n n n n n n nπ π π π π
≤ + + + ≤

+ + + + +
  

由
2

2
1lim lim 1

1n n

n
n n

n
ππ→∞ →∞

= =
+ +

，
2

2

2

1lim lim 1
1n n

n
n

n
ππ→∞ →∞

= =
+ +

。 
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故由迫敛性可得 2 2 2
1 1 1lim 1

2n
n

n n n nπ π π→∞

 + + + = + + + 
 。 

注：在运用迫敛性求和式极限时，通常对其通项放缩或者逐项放缩，进而对和式放缩，具体而言是

对分母进行适当的放缩。此外，迫敛性还经常用于求含根式的数列极限。 
例 1.5：设 ( )0  1, 2, ,ia i k≥ = ， ，求极限 1 2lim n n nn

kn
a a a

→∞
+ + + 。 

解令 M 表示 ( )0 1,2, ,ia i k≥ =  中最大的数，即 

{ }1 2max , , , kM a a a=  , 

则 

1 2
n nn n n n n nn

kM M a a a kM kM= ≤ + + + ≤ = , 

利用例 1.2 的结论易知 lim 1n

n
k

→∞
= 。 

由迫敛性可得 1 2lim n n nn
kn

a a a M
→∞

+ + + = 。 

记忆此题的结论可以非常快速的解决含有如上“复杂形式”的数列极限求和的题目。 

例 1.6：求极限
1 1lim 1
2

n
n n→∞

+ + + 。 

解此处如果利用例 1.5 的结论可以非常容易地知道 1 为所有项中的最大项的值，立即可以得出

1 1lim 1 1
2

n
n n→∞

+ + + = 。 

或者利用常规放缩法
1 11 1
2

nn n
n

< + + + < 并结合例题 1.2 的结论也可以得到同样的结果。 

2) 性质 2 (四则运算法则) 
若数列{ }na 与{ }nb 为收敛数列，则{ }n na b+ ，{ }n na b− ，{ }n na b⋅ 也都是收敛数列，且有 

( )lim li .m limn n n nn n n
a b a b

→∞ →∞ →∞
+ = ±  

( )lim li .m limn n n nn n n
a b a b

→∞ →∞ →∞
⋅ = ⋅  

若再假设 0nb ≠ 及 lim 0nn
b

→∞
≠ ，则 n

n

a
b

 
 
 

也是收敛数列，且有 

lim
lim .

lim
nn n

n
n nn

aa
b b

→∞

→∞
→∞

=  

例 1.7：求极限
sinlim

n

n
n→∞

。 

解原式
1lim sin

n
n

n→∞
= ⋅ 。又由于

1lim 0
n n→∞

= ，即
1
n
为无穷小量，且 ( )sin 1 n n≤ →∞ ， sin n 为有界量。 

故原式
1lim sin 0

n
n

n→∞
= ⋅ = 。 

注：本题在四则运算法则的基础上运用了无穷小乘以有界量依然为无穷小的结论，最终的结果为 0。 
例 1.8：求极限 ( )lim 1 1

n
n n

→∞
+ − − 。 

解原式
( )( )

( )
1 1 1 1 2lim lim 0

1 11 1n n

n n n n

n nn n→∞ →∞

+ − − + + −
= = =

+ + −+ + −
。 
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注：本题在四则运算法则的基础上，观察式子，定型为∞−∞型未定式，采用分子有理化对根式进

行化简，使得最终的极限形式一目了然。 

例 1.9 [3]：求极限
( )

( ) 1 1

2 3
lim

2 3

n n

n nn + +→∞

− +

− +
。 

解原式
( )

( ) ( )
1 11

1

23 1
32 3

lim lim
2 3 23 1

3

n
n

n n

n nnn n
n

+ ++→∞ →∞
+

  − +  
 − +   = =
 − +  − +  
   

。 

又由于 

lim 0,  1.n

n
q q

→∞
= <  

故 

( )
1

1

23 1
3 1lim

323 1
3

n
n

nn
n

+→∞
+

  − +  
    =
  − +  
   

。(本题属于
∞
∞

的未定式) 

例 1.10：设
( )

99

lim
1 kkn

n
n n→∞ − −

存在且不为零，求常数 k。 

解原式
( )

99 99 99 99
99 11lim lim lim lim lim

11 11 1 11 1

k k
k

k kkkn n n n n
k

n n n n n
kn n kn nnn

− −
− +

→∞ →∞ →∞ →∞ →∞
= = − = − =

   − −    −− −  − −       

=

 

。 

由此可知，极限存在且不为零的充要条件是 99 1 0k− + = ，解得 100k = 。 
注：这两题有异曲同工之妙，例 1.9 与例 1.10 都是用同样的方法对要求极限的分式进行提取最大项

处理，以让极限“露出真面目”，即可以通过特殊结论的方法或者泰勒公式等价无穷小的方法化简等式

求得最终结果。不同之处在于例 1.9 运用了 lim 0n

n
q

→∞
= ， 1q < ，而例 1.10 则应用 ( ) ( )1 1 ~  0x x xα α+ − → 。 

例 1.11：求
( )

1 1 1lim
1 2 2 3 1n n n→∞

 
+ + + × × + 

 。 

解
( )

1 1 1 1 1 1 1 1 11 1
1 2 2 3 1 2 2 3 1 1n n n n n

     + + + = − + − + + − = −     × × + + +     
  , 

故 

( )
1 1 1 1lim lim 1 1.

1 2 2 3 1 1n nn n n→∞ →∞

   + + + = − =   × × + +  
  

注：本题从数列极限的形式入手，观察数列的每一项，可得出通项
( )

1
1n n +

，发现可以拆分为
1 1

1n n
−

+
，

每一项尽可拆分为两项相减，并前后相消，最后留下首项及末项。此方法为裂项相消法，是基于对需要

求极限的数列本身形式进行恒等变形处理的一种解题手段。 

例 1.12：求 2 3
1 3 5 2 1lim
2 2 2 2nn

n
→∞

− + + + + 
 

 。 
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解记 2 3
1 3 5 2 1
2 2 2 2n n

nx −
= + + + + ， 

2 3 4 1
1 1 3 5 2 3 2 1,
2 2 2 2 2 2n n n

n nx +

− −
= + + + + +  

两式相减并乘以 2 得到 

2 2
1 1 2 1 1 2 11 1 3 ,
2 2 2 2 2n n n n n

n nx − −

− −
= + + + + − = − −  

故 lim 3nn
x

→∞
= 。 

注：本题与例 1.11 类似，都是基于对需要求极限的数列本身进行恒等变形处理，目的是为了求出数

列的简化形式，便于求极限。而不同之处在于本题数列的形式是各项分母构成等比数列，分子构成等差

数列，为等差/等比的形式，这种形式的解题方式一般为整个式子乘以 1/公比，再与原式相减或相加，再

乘以系数的反比，最终得到化简形式后的式子易求极限，此方法称为错位相减法。 

例 1.13 ([4] p. 26)：求
1lim

!nn n→∞
。 

解
( ) ( )

ln !1 1 1 1 1 1ln ln ln1 ln ! ln ! ln !
! !1 1

!
n

n
n n n n

n n n n n n
n

e e e e e
en

− − −  = = = = = =  
 

， 

而
ln ! ln1 ln 2 lnlim lim

n n

n n
n n→∞ →∞

+ + +
= = +∞



， 

1 1lim 0.
!nn en

+∞

→∞

 = = 
 

 

求证该数列极限为 0 时可以采用极限的保号性定理以及推论进行证明。 
注：本题处理的式子不同于例 1.11 与例 1.12 的求和形式的极限，只需对其本身进行处理即可。形如

例 1.13 的 ( ) ( )v nu n 幂指函数求极限，通常采用取对数的方法进行恒等变形，即 

( )
( )( ) lim ln ( )( ) ln ( )lim lim

v n
n

v n u nv n u n

n n
u n e e →∞

→∞ →∞
= = ，这样处理大大简化了复杂的式子。 

另外，对于
ln1 ln 2 lnlim

n

n
n→∞

+ + +

的处理，可以采用柯西命题。 

补充柯西命题:若数列{ } ( ), 1, 2,nx n =  收敛，则算术平均值数列 

( ) ( )1 2
1  1, 2,n nx x x n
n

ξ = + + + =  也收敛， 

且 1 2lim limn
nn n

x x x x
n→∞ →∞

+ + +
=



。 

所以，本题中
ln1 ln 2 lnlim lim ln

n n

n n
n→∞ →∞

+ + +
= = ∞



。 

3) 单调有界定理：在实数系中，有界的单调数列必有极限。 
例 1.14 ([5] p. 419)：设 ( )1 2 1,2,n nx x n+ = + = ， ， 1 2x = ，证明 lim nn

x
→∞

存在，并求 lim nn
x

→∞
。 

解由于 

1 2 12 2,  2 2 2 2,x x x= < = + < + =  

不妨设 2kx < ，则 1 2 2 2 2k kx x+ = + < + = ，从而对一切正整数 n ，都有 0 2nx< < ，即数列{ }nx 有上界，

且有下界。 
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又 
2

1 1
1 1 1

1 1

22 ,
2

n n
n n n n

n n

x xx x x x
x x
− −

− − −
− −

+ −
− = + − =

+ +
 

上式的分母 0> ，分子 

2
1 1 1 1 12 2 2 2 0,n n n n nx x x x x− − − − −+ − > + − = − >  

故 1 0n nx x −− > ，即数列{ }nx 为单调递增且有上界的数列，由单调有界定理可知，数列{ }nx 的极限存在。 

1 1lim ,  2 ,  lim lim 2 ,n n n n nn n n
x A x x x x− −→∞ →∞ →∞
= = + = +则有由于  

从而 2A A= + ，解得 2A = 或 1A = − 。由于 0nx > ，由保号性可知 lim 0nn
A x

→∞
= ≥ ，则应舍去 1A = − ，故

lim 2nn
x A

→∞
= = 。 

注：单调有界定理，顾名思义，单调与有界都需要单独验证.有界性的证明可以运用数学归纳法，但

也不要忽略数列本身的优良性质如 0>  (或 0< )；单调性的证明往往可以依赖作差法，对作差后的式子进

行化简，联系题干递推式处理，再与 0 比较大小。此外，还可能联系函数图像、常用不等式等方法判断

其单调性。最后在验证了数列极限的存在性之后，便可以通过递推式取极限求出结果。 

例 1.15：证明极限
1lim 1

n

n n→∞

 + 
 

存在，并求其值。 

证明设
11

n

nx
n

 = + 
 

， 1,2,n = 。由二项式定理 

( ) ( ) ( )

1

2

1 1 1 11 1

1 1 11 1 11 1
2! !

1 1 1 1 2 12 1 1 1 1
2! !

1 1 2 11 1 1
!

n
k n

n n n nk n

k n

x C C C
n n n n

n n n n n k
kn n n

k
n k n n n

n
n n n n

 = + = + + + + + 
 

− − − +
= + + + + + +

−      = + − + + − − −      
      

−    + + − − −    
    

 



 

 

 

 

( )
1

1 1 1 1 22 1 1 1
2! 1 ! 1 1

1 1 1 2 11 1 1 1
1 1 ! 1 1 1

n

n k n n
k n
n n n n n

x +

    < + − + + − −    + + +    
− −      − + + − − −      + + + + +      

=

 

   

故{ }nx 是严格递增的。由上式可推得 

( ) ( )
1 1 1 1 1 12 2
2! ! ! 1 2 1 1

1 1 1 1 1 12 1 3 3,
2 1 1

nx
k n k k n n

k k n n n

< + + + + + < + + + + +
× − −

     < + − + + − + + − = − <     − −     

   

 

 

这表明{ }nx 又是有界的，由单调有界定理推知
1lim 1

n

n n→∞

 + 
 

存在。 
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利用例 1.13 的取对数法， 
1 1 1lim ln 1 lim 1 lim1lim 1 .

n

n n n

n nln nn n n
n

e e e e
n

→∞ →∞ →∞

   + + ⋅   
   

→∞

 + = = = 
 

=  

注：本题在研究数列{ }nx 单调性的时候，无法直接带着 n 次方进行作差等操作，所以采用二项式定

理将式子展开 1n + 项，利用适当的恒等变形以及最后的放缩，使得满足 1n nx x +< 成立，自此便证明了数

列是单调递增的；再根据放缩法以及裂项相消法求得极限具有上界，且为 3。便可利用单调有界定理证

得该数列的极限是存在的。最后取对数，利用等价无穷小关系： ( ) ( )ln 1 ~  0x x x+ → 求得极限的值是 e。 

此外，本题的结论
1lim 1

n

n
e

n→∞

 + = 
 

，可以作为以后直接求该种类型极限的结论使用，对于此式的变式，

往往可以通过配凑法化归到此式，大大简化了计算步骤。甚至可以得出
( )

( )

( )

1lim 1
f n

f n
e

f n→∞

 
+ =  

 
及

( )
1
( )

( ) 0
lim 1 f n

f n
f n e

→
+ =   这样更为一般的形式。 

4) 柯西收敛准则 
(Cauchy 收敛准则)数列{ }na 收敛的充要条件是：对任给的 0ε > ，存在正整数 N ，使得当 ,n m N> 时

有 

.n ma a ε− <  

例 1.16：设 ( )1 11  1,2,
2nx n

n
= + + + = ， ，证明数列 nx 发散。 

证明取 0
1 ,  2
2

n mε = = 。 

2
1 1 1 1 1 ,

1 2 2 2 2 2n m m m
mx x x x

m m m m m
− = − = + + > + + = =

+
   

对m N> ， 2n m= 有 

1
2n mx x− > , 

由柯西收敛准则，该数列发散。 
注：本题的证明过程应是位于分析过程之后，只有在处理了 n mx x− 并令 2n m= 之后才能知道 0ε 的

取值为
1
2
。且得出的调和级数发散的结论可以应用在以后的级数理论相关内容的学习之中。 

例 1.17：设数列{ }na 满足， 0M∃ > ，对 n∀ 有， 

2 1 3 2 1| |n n nA a a a a a a M−= − + − + + − ≤  

证明数列{ }na 与{ }nA 都收敛。 
证明 nA M≤ ，且 1 1 0n n n nA A a a− −− = − ≥ ， 
故数列{ }nA 是单调有上界的数列，由单调有界定理可知，数列{ }nA 的极限存在，故收敛。由柯西收

敛准则可知， 0ε∀ > ， 0N∃ > ，当 ,n m N> 时，满足 

.n mA A ε− <  

又 
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1 1 2 1

1 1 2 1

.

n m n n n n m m

n n n n m m

n m

a a a a a a a a

a a a a a a

A A ε

− − − +

− − − +

− = − + − + + −

≤ − + − + + −

= − <




 

故由柯西收敛准则可以推得数列{ }na 收敛。 
注：本题开篇应利用卓然天成的不等关系，即看出 nA M≤ ，由此可以想到往单调有界定理靠拢，再

证数列{ }nA 的单调性，便可得出数列{ }nA 收敛的结论；而第二步关键在于利用已经证明出来的收敛性质，

从柯西收敛准则出发，逆用定理，抓住性质，并辅以三角不等式的知识，构建等式与不等式最终证明出

数列{ }na 是收敛数列。这题巧妙地将单调有界准则和柯西收敛准则灵活运用，以解题的结论作为铺垫最

终解决题目。 
5) 其他方法及结论 

例 1.18：求极限 ( )
1

lim 1 0n
n

n a a
→∞

 
− >  

 
。 

解令 ( )
1

1,  n
nu a n= − →∞ ，故 0nu → ， 

则 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

1 1

1 ln lnlim 1 lim ln lim lim1ln 1 ln 1 ln 1

ln ln ln ln .
lnlim ln 1 ln lim 1

n

n n

n
n n n nn un n

nn

u un nn n

a an a a
u u u

uu
a a a a

eu u

→∞ →∞ →∞ →∞

→∞ →∞

 
− = ⋅ = =   +  + +

= = = =
 + +  

 

注：观察本题，发现是 0 ⋅∞型未定式，所以要转化成
∞
∞

或
0
0
型未定式来求解。在转化之前，先利

用换元法
1

1n
nu a= − ，不仅为转化未定式作了铺垫，还为接下来的求解极限作了铺垫。在经过恒等变形

之后，利用指数函数的性质，最终得到式子 ( ) ( )
1

 lim 1 0nun nn
u u

→∞
+ → ，便可利用例 1.15 的结论：

( )
1
( )

( ) 0
lim 1 f n

f n
f n e

→
+ =   ，易得 ( )

1
lim 1 nunn

u e
→∞

+ = ，要注意的是极限在复合函数中的运算规则。转化未定式

的代数式恒等变形是本题的难点。 

例 1.19：求 2
1 1lim 1

n

n n n→∞
+ + 

 
 

。 

解原式

2 2

2 2 22 2 2
1 lim

1 1 1

2 2 2 2
1 1 1 1lim 1 lim 1 lim 1 lim 1

1 1 1

n

n n n n nn
n n nn n n
n n n

n

n n n n

n
n n n n

n n n

→∞

+ + +
⋅

+ + +

→∞ →∞ →∞ →∞

     
          
          +

= + = + = + = +          
                    + + +     
     

 
 

  



 





 

1 .e e= =  
注：先“定型”，可以发现本题属于1∞ 未定式，也就是可以运用例 1.15 已经证过且经过推广之后的

结论进行极限运算，这一步往往需要对式子进行通分合并处理，并结合配凑法得到特殊极限的形式，最

后得出结果为 e。此外，需要注意的是遇到幂指函数需要先进行取对数处理，再根据幂指函数极限运算
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的规则，对指数部分求极限，最终可以得到答案。 
针对取对数的方法，在此介绍幂指函数在极限运算中的一些特性： 

( ) ( )( ) ln ( ) ( )ln ( )v xv x u x v x u xu x e e= = ，若 ( )
0

lim 0
x x

u x a
→

= > ， ( )
0

lim
x x

v x b
→

= ， 

( ) ( ) ( ) 0

0 0 0

lim ( )
( ) ln ( ) lnlim lim li .m x x

v x
v x v x u x b a b

x x x x x x
u x e e a u x →

→ → →

 = = = =   
 

例 1.20：求
1

1 1 0
1

1 1 0

lim
k k

k k
l ln

l l

a n a n a n a
b n b n b n b

−
−

−→∞
−

+ + + +
+ + + +





，其中 0,  0k la b≠ ≠ 。 

解分子分母同乘 ln− ，得
1 1

1 1 0
1 1

1 1 0

lim
k l k l l l

k k
l ln

l l

a n a n a n a n
b b n b n b n

− − − − −
−

− − −→∞
−

+ + + +
+ + + +





， 

当 0α > 时， lim 0
n

n α−

→∞
= 。 

1) 当 k l> 时，原式 = ∞， 

2) 当 k l= 时，原式 k k

l k

a a
b b

= = ， 

3) 当 k l< 时，原式 0= . 

1
1 1 0

1
1 1 0

,    

lim ,  .

0,     

k k
k k k

l ln
kl l

k l
a n a n a n a a k l

bb n b n b n b
k l

−
−

−→∞
−

∞ >


+ + + + = =
+ + + + 

 <





 

注：本题观察分子分母的多项式，最高次 k l、 的关系并不明确，所以判断要用到数学思想中分类讨

论的思想。对分子分母进行同乘分子或分母 n 最高次幂的倒数，或者先直接除以 n 最高次幂，进行化简。

这一步的思想与提取最高次幂项类似，都是便于展露易于求解极限的形式。分类讨论的思想的应用成为

解决本题的一个细节，而处理多项式类型的分式极限是基本功。 

2. 数列极限综合题型 

通过各种方法的综合运用解决，辅以数学思想、代数知识等来解决数列极限的题型。 

2.1. 递推形式的数列极限 

例 2.1：设 0 0x = ， 1 1x = ， 1
1 2

n n
n

x xx −
+

+
= ，求 lim nn

x
→∞

。 

解由题干 1
1 2

n n
n

x xx −
+

+
= ，得 1 1

1 2 2
n n n n

n n n
x x x xx x x− −

+
+ −

− = − = − ， 

可得递推式： 

( )

( )

( )

1 1

2

1 2

1 0 .

1
2

1
2

1 1
2 2

n n n n

n n

n n

x x x x

x x

x x

+ −

− −

 − = − − 
 

 = − − 
 

   = = − − = −   
   



 

故由 ( ) ( ) ( )1 1 1 0 0 1n n n n nx x x x x x x x+ − +− + − + + − + = 可得 

https://doi.org/10.12677/pm.2021.115098


柯至泰，陈敏风 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2021.115098 861 理论数学 
 

1

1

1

1

1 1 1
2 2

11
2 12 1 ,

1 3 21
2

n n

n

n

n

x
−

+

+

+

   = − + − + +   
   

 − −     = = − −       − − 
 



 

而 lim 0n

n
q

→∞
= ， 1q < ，故

1

1
2 1 2lim lim lim 1
3 2 3

n

n nn n n
x x

+

+→∞ →∞ →∞

  = = − − =  
   

。 

注：对于本题的递推数列，观察可知，每一项都是前两项的算术平均值，便可以采用最直接的方法

——写出通项来求极限.先对第一个递推式的通项做变形，使其产生递推关系，或者用级数的思想理解也 

不失为妙招。在本题中，具体体现为得到 1
1
2

n

n nx x+
 − = − 
 

这条式子。至此，递推关系就已经使用完毕。 

第二步，根据得到的式子的规律，可利用 n 取不同的正整数并逐项相加处理，且 0 0x = ，这条式子可以灵

活加减配凑，最终消去无关项，得到 1nx + 的通项。自此，便可以直接求出最终结果。 

2.2. 压缩映像原理(定义法先求后证) 

例 2.2 ([6] p. 13)：设 1 1x = ， ( ) 

1

11 2,3,
1n

n

x n
x −

= + =
+

 。证明 lim nn
x

→∞
存在，并求该极限。 

解先利用归结原则：设出函数 ( ) ( )1nf x f x− ⇒ ，即 ( ) 11
1

f x
x

= +
+

，求导得 ( )
( )2

1 0
1

f x
x

′ = − <
+

，易

知 nx 不单调，单调有界准则(定理)失效。 

故先不妨设 lim nn
x A

→∞
= ， A 为实数。结合题干递推式

1

11
1n

n

x
x −

= +
+

得
11

1
A

A
= +

+
，解得 2A = ± ，

由保号性可知 2A = 。 
下面证明 2 就是数列{ }nx 的极限， 

( )( ) 1
1 1

2 1

1 2 1

1

1

1 1 12 1 1
1 1 1 1

1 1 1
4 4 4

1 2 ,
4

n n
n n

n

n n

n

x x A
x A x A

x A x A x A

x

−
− −

−

− −

−

 − = + − + = ⋅ − + + + + 

   ≤ − ≤ − ≤ ≤ −   
   

 = − 
 

  

由 lim 0n

n
q

→∞
= ， 1q < ，故

11lim 0
4

n

n

−

→∞

  = 
 

，即 ( )
1

1
1 2 0 
4

n

x n
−

  − → →∞ 
 

。 

故可得 0 2 0nx≤ − ≤ ，由夹逼定理(迫敛性)可知 2 0nx − = ，即 2nx = 。 
注：本题的特殊之处在于无法用单调有界定理处理，所以只能转入“先求后证”的方法，先利用递

推式求出极限，再用压缩映像原理证明。 
此外，介绍一下利用归结原则令函数判断数列单调性的方法及结论： 
把 ( )n nx x I∈ 改为 x ，引入 ( )f x ， 

若 ( ) 0f x′ > ， x I∈ ，则数列{ }nx 单调，且
{ }
{ }

2 1

2 1

n

n

x x x
x x x

 >
 <

当 时，数列 单调递增

当 时，数列 单调递减
； 
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若 ( ) 0f x′ < ， x I∈ ，则数列{ }nx 不单调。 
遇到本题的递推式，先考虑使用归结原则，通过函数的导数判断单调性；如果单调，则继续判断单

调递增/单调递减，再通过放缩，递推证明有界，最后使用单调有界定理；如果不单调，立马放弃此思路

改用“先求后证”的方法：即先令出极限值利用递推式解方程，再进行证明。证明需要用到压缩映像原

理进行放缩。下面先介绍压缩映像原理。 
压缩映像原理[7]：对于数列{ }nx ，若存在常数 : 0 1r r< < ，使得对于 n N∀ ∈ 都有 

1 1 ,n n n nx x r x x+ −− < −  

则数列{ }nx 收敛[7]。 
特别地，若数列{ }nx 由递推形式给出[8]： 

( ) ( )1  1, 2, ,n nx f x n+ = =   

其中， f 为可微函数，且存在 : 0 1r r< < ，使得: ( ) ( )1 nf x r x R′ ≤ < ∀ ∈ ，则数列{ }nx 收敛[8]。 

注：本题中，为了证明所要结论，利用求出的极限构造 2nx − ，目的是证其等于 0，最终利用夹逼

定理和不等式的性质证得 2nx = ，即证明极限与所求一值。本题细节在于
( )( )1

1
1 1nx A−+ +

的放缩。由题

干递推式可得 1 1nx − > ， 1A > ，故
( )( )1

1 1
1 1 4nx A−

<
+ +

，从而得到
1
4

r = ，由压缩映像原理便可证明极限存

在且等于 2 。 

2.3. 替换与变形 

对于递推形式的数列，有时也可以对其进行变量替换与变形，使之变成已知极限，或易于计算的极

限，进而求出该递推数列的极限[7]。 

例 2.3：证明数列
1 12, 2 , 2 ,12 2

2

+ +
+


收敛，并求其极限。 

证明记该数列为 { }nx 。从其数字特征可以归纳出相邻两项满足递推关系： 1
12n
n

x
x+ = + 。不妨设

lim nn
x A

→∞
= ，则有

12A
A

= + ，由极限的保号性可知， 0 0nx A> ⇒ > 。故解得 1 2A = + 。令 

1 2n n nx A α α= + = + + ，将其代入递推式得 

( )
1

1 2
,

1 2
n

n
n

α
α

α+

−
=

+ +
 

则要证 ( ) nx A n→ →∞ ，只需证 0nα → ， ( )n →∞ 。 

1 1 1 2x Aα = − = − ，即 1
1
2

α < ，不妨设
1
2k kα < ，

( )
1 1

1 2 1
21 2

k
k k

k

α
α

α+ +

−
= <

+ +
， 

由数学归纳法可知，
1
2n nα < ，亦即 lim 0nn

α
→∞

= 。 

自此， ( )lim lim 1 2 1 2n nn n
x α

→∞ →∞
= + + = + 。 

数列
1 12,2 ,2 ,12 2

2

+ +
+


收敛，且极限为1 2+ 。 
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注：本题利用保号性的原理，将极限带上余项使得 ( )lim lim 1 2n nn n
x α

→∞ →∞
= + + 中的等号成立，故此，把

题目要证的极限转化成证明 lim 0nn
α

→∞
= 即可，再根据递推式得

( )
1

1 2

1 2
n

n
n

α
α

α+

−
=

+ +
，利用数学归纳法，最终

得证 lim 1 2nn
x

→∞
= + 。此外，不难看出，此题还可以使用压缩映像原理构造递推式 1 1

1
4n n n nx x x x+ −− ≤ − 并

结合放缩法解决。 

2.4. O’Stolz 定理 

O’Stolz 定理是处理数列不定式极限的有力工具，一般用于* ∞型的极限[9]，它的内容是： 
*
∞

型：设数列{ }na 、{ }nb 满足：1) { }nb 严格单调递增；2) lim nn
b

→∞
= +∞；3) 1

1

lim n n
n

n n

a a L
b b

+

→∞
+

−
=

−
。(其

中 L 可以为有限实数、 +∞、 −∞ )；则 lim n
n

n

a L
b→∞

=  [9]。 

0
0
型：设数列{ }na 、{ }nb 满足：1) { }nb 严格单调递减且趋于零；2) lim 0nn

a
→∞

= ；3) 1

1

lim n n
n

n n

a a L
b b

+

→∞
+

−
=

−
。

(其中 L 可以为有限实数、 +∞、 −∞ )；则 lim n
n

n

a L
b→∞

=  [9]。 

例 2.4： lim nn
a a

→∞
= ，求 1 2

2
2lim n

n

a a na
n→∞

+ + +

。 

解令 1 22n nx a a na= + + + ， 2
ny n= ，易知{ }ny 严格单调递增，且 lim nn

y
→∞

= +∞。由 O’Stolz 定理 

( ) ( )( )
( )

1 2 1 2 11
22

1

1 2
2

2 2 1
lim lim

1
2lim lim .

2 1 2

n nn n
n n

n n

n n
n n

a a na a a n ax x
y y n n

na a a naa
n n

−−

→∞ →∞
−

→∞ →∞

+ + + − + + + −−
=

− − −

+ + +
= = =

−

 



 

注：本题由定义法也可以解出，但是通过 O’Stolz 定理便可以用其优良的性质，利用作差法，使得

本不易求极限的数列形式转变为易于求极限的形式，最终求得的结果与原式极限相等。 

2.5. 与中值定理结合的题型 

例 2.5：设数列{ }nx 满足： 1 0x > ， ( )1 1,  1, 2n nx x
nx e e n+ = − =  。证明{ }nx 收敛，并求 lim nn

x
→∞

。 

解由于 1 0x > ，
1

2

1

1x
x ee

x
−

= 。根据拉格朗日中值定理，存在 ( )10, xξ ∈ ，使得
1

1

1xe e
x

ξ−
= 。 

所以 2xe eξ= ，故 2x ξ= ， 2 10 x x< < ，不妨设 10 n nx x+< < ，则 

( )
1

2
1

1

.1 0
n

n
x

x
n

n

ee e x
x

η η
+

+
+

+

−
= = < <  

所以 2nxe eη+ = ，故 2nx η+ = ， 2 10 n nx x+ +< < 。故{ }nx 是单调递减的数列，且有下界，从而{ }nx 收敛。 
设 lim nn

x a
→∞

= ，得 1a aae e= − 。易知 0a = 为其解。下证其唯一性： 

令 ( ) 1x xf x xe e= − + ，则 ( ) xf x xe′ = 。当 0x > 时， ( ) 0f x′ > ，函数 ( )f x 在 [ )0,+∞ 上单调增加，所

以 0a = 是方程 1a aae e= − 在 [ )0,+∞ 上的唯一解，故 lim 0nn
x

→∞
= 。 

注：解决本题，先明确方向，数列有天然下界 0，故可以考虑使用单调有界定理，巧妙之处在于证

https://doi.org/10.12677/pm.2021.115098


柯至泰，陈敏风 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2021.115098 864 理论数学 
 

明单调性时需要利用拉格朗日定理；此外，本题的方程不容易解出，但可以试出 0a = 是满足方程的一个

解，所以需要通过构造函数来研究函数性态，进而证明出 0a = 是方程的唯一解，也就是要求的极限值。 

3. 小结 

本文通过举例的形式给出了诸多数列极限的典型例题及其求法，包括求数列极限题，以及和数列极

限知识相关的综合题型，运用不同的方法对求解数列极限进行深入研究，并在每一道题之后总结了此题

型的解题方法及思路，点明所蕴含的数学方法，让我们在掌握求数列极限的同时，加强对数学思维的训

练。如此，我们不仅搭建了有关数列极限求法更加全面的知识框架，更为以后学习其他数学知识打下了

基础。 
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