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摘  要 

本文研究了椭球运动的状态约束问题，其中椭球可以在状态约束作用下向给定目标集运动。利用

Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)方程，给出了状态约束问题的闭环解。最后，给出求解方法以及数值算

例。仿真结果表明，状态约束能够保证椭球在合理的状态范围内，最终运动到达目标集。 
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Abstract 
The paper deals with the problem of state constrain of ellipsoidal motion, where the virtual ellipsoid 
can move to the target set under state constrain. We present solutions of this problem in the class of 
closed-loop (feedback) controls based on Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equation. Finally, we give a 
solution method and numerical examples. Simulation results verify that the state constraint can en-
sure that the ellipsoidal motions within a reasonable range of states and finally reaches the target set. 
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1. 引言 

编队控制是当前多智能体系统研究的热点问题之一。其所考察的智能体对象包括无人机[1]、舰艇[2]、
卫星[3]、机器人[4]等，其应用涉及军事、航天、工业等诸多领域。该类控制问题是研究多智能体系统根

据分布式任务要求，在向特定目标或方向的运动过程中，保持预定的几何形态，同时又能满足环境约束

的控制问题。编队控制的研究内容主要包括如下五个方面：队形生成、队形保持、队形切换、编队避障

和编队自适应问题。 
近年来，针对不同的应用环境和约束条件，学者们提出了多种用于多智能体系统的控制算法。常见

编队控制方法主要有长僚机法[5] [6] [7] [8]、基于行为的方法[9] [10]、虚拟结构法[11] [12]和人工势场法

[13] [14]。长僚机法在多智能体领域也叫跟随领航者法(Leader-follower 方法)，即指定队形中的某架无人

机作为 Leader，其他的无人机作为 Follower 跟随 Leader 运动。这种方法将队形控制问题转化为 Follower
跟踪 Leader 的朝向和位置的问题。基于行为的编队控制方法是指，基于行为的控制器由一系列简单的基

本动作组成，每个无人机都有自己的目标或任务，根据每个无人机的输入、输出构成交互的行为网络。

虚拟结构法是将多智能体系统的编队看作虚拟的刚性结构，每个智能体跟踪刚性结构上一个位置固定的

虚拟点运动。人工势场法的基本思想是借鉴物理学方面的概念，飞行环境中的障碍物对无人机产生排斥

力，目标点对无人机产生吸引力，最后通过求合力来控制移动多智能体的运动。 
Kurzhansk 提出了一种基于虚拟椭球运动的多智能体系统的编队控制方法的理论框架[15]。文中假设

了一个运动的虚拟椭球容器为 [ ]cE t ，并将每个智能体视为体积较小的球体。设多智能体系统从特定的初

始位置出发，集结于虚拟的椭球 [ ]cE t 内部以形成集群，并跟随椭球运动到达指定的目标集。在向目标集

运动的过程中，需确保在 [ ]cE t 内部的球体无碰撞发生，且 [ ]cE t 需要设法规避已知的障碍物。需要指出

的是，虚拟椭球的运动可由其中心的坐标和配置矩阵所满足的线性微分方程所完全刻画。同时，智能体

的运动需与椭球的运动以及其它智能体的运动保持一致。Kurzhanski 指出，可以通过定义合适的值函数，

利用动态规划的方法来获得虚拟椭球以及多智能体系统的运动轨迹，从而给出了多智能体系统的合成控

制的一个求解理论框架。Kurzhanski 的相关工作可参见文献[16] [17]。 
事实上，我们可将 Kurzhanski 提出的基于虚拟椭球的多智能体系统的编队控制方法视为编队控制中

的虚拟结构法的一种改进。传统的虚拟结构法使得编队必须刚性运动，从而限制了该方法的应用范围。

而基于虚拟椭球的编队控制方法，不仅继承了传统虚拟结构法容易整体描述系统行为、可取得较高编队

控制精度等优点，还完全弥补了传统虚拟结构方法中刚性运动的缺陷。 
2012 年，Kurzhansk 研究了虚拟椭球的目标控制问题，其中椭球可以在最优控制作用下向给定目标

集运动，既能保证目标误差尽可能小，又能避免使用取值“过大”的控制[18]。若没有状态约束，目标误

差可能太大，这时可能需要“过大”的控制，因此使用状态约束是必然的。2013 年，Kurzhansk 研究了

状态约束下的虚拟椭球的目标控制问题，但只考虑了椭球的形状，并未考虑椭球的中心[19]。本文在

Kurzhanski 的工作基础上进一步研究并实现了对虚拟椭球的具有状态约束功能的最优目标控制。首先，

我们需要同时获得对椭球中心和配置矩阵的两个最优控制。其次，针对编队的实际情形，我们对其目标

函数进行优化，在考虑运动过程中需满足的状态约束的同时，还将对椭球的中心以及配置矩阵的控制约

束统一纳入到值函数的定义中去，从而实现对椭球的最优控制。最后，我们对此进行了数值仿真，验证
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了该方法的有效性。 

2. 问题描述 

定义 1 定义 n
 上的非退化椭球[20] 

( ) ( ){ }1, : , 1 ,nq Q p p q Q p q−= ∈ − − ≤ε  

其中 nq∈ 为椭球 ( ),q Qε 的中心， n nQ ×∈ 为其配置矩阵且对称正定。 ,y z 表示两个向量的内积， 1Q−

表示 Q 的逆矩阵， x′表示 x 的转置向量。考察如下形式的虚拟椭球运动 

[ ] ( ) ( )( ), ,cE t q t Q t= ε  

其中 [ ]0 ,t t∈ θ ， ( ) nq t ∈ 和 ( ) n nQ t ×∈ 分别是 [ ]cE t 在 t 时刻的中心和配置矩阵。通常 [ ] [ ]( )0 ,cE t t t∈ θ 也

被称为椭球值轨迹管(ellipsoid-valued trajectories tubes)。 
在区间 [ ]0 ,t θ 上，椭球 [ ]cE t 的运动方程可以由如下系统定义： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0, ,       ,q qq t A t q t B t u t q q t q= + =                         (1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0, ,        ,Q QQ t T t Q t Q t T t B t U t Q B t Q t Q′ ′= + + =                (2) 

其中 ( )q t 和 ( )Q t 是系统(1)和(2)的状态变量。 ( ) 1, mu t q ∈ 和 ( ) 2 2, m mU t Q ×∈ 是控制变量，且 ( ),U t Q 是对

称矩阵。假设系统(1)和(2)的矩阵系数 ( ) n n
qA t ×∈ ， ( ) 1n m

qB t ×∈ ， ( ) 2n m
QB t ×∈ 和 ( ) n nT t ×∈ 关于 t 连

续可微，且 ( )T t 是对称矩阵。 

假设系统(1)和(2)的容许控制集合为 ( ) 1, mt q ⊆u  和 ( ) 2 2, m mt Q ×⊆U  ，其中 ( ),t qu 和 ( ),t QU 是给定

的凸紧集。对于任意 ( ) ( ), ,u t q t q∈u 和 ( ) ( ), ,U t Q t Q∈U ，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

2, , , , , , d ,
t

u t q u t q U t Q U t Q t+ ≤  ∫
θ

µ                       (3) 

其中常数 1 2, 0≥µ µ ，而 [ ], trU U U U′= 表示矩阵内积。称(3)式为系统的控制约束。 

在系统(1)和(2)运动的过程中，可以通过约束 ( )Q t 来限制 [ ]cE t 的大小，即 

( ) ( ) 2, ,Q t Q t ≤   δ                                    (4) 

( ) ( )2 , ,Q t Q t≤   σ                                    (5) 

其中常数 , 0>σ δ ， n n
n nI ×
× ∈ 表示 n n× 维的单位矩阵。此时， [ ]cE t 被限制在半径为

n
σ

的最大内接球

和半径为
n
δ

的最小外接球之间。称(4)和(5)式为系统的状态约束。 

注 1 在可能的约束条件中，考虑体积约束 

( )( )0 0, ,vol Q t< ≤ ≤σ ε δ  

也是有意义的，其中 vol 是椭球的体积。不过本文并不对这种情况进行细节叙述。 

假设 [ ]cE t 的目标椭球 ( ),ME m M= ε ，其中 nm∈ 是目标椭球的中心， n nM ×∈ 是其配置矩阵且对

称正定。定义目标椭球 ( ),ME m M= ε 的邻域为如下目标集： 

( ) [ ]{ }2 2
1 2 1 2, | , , , , , 0 .n n nE q Q q m q m Q M Q M×= ∈ × − − ≤ − − ≤ > ω ω ω ω ω            (6) 
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问题 1 对于系统(1)和(2)，给定时间区间 [ ]0 ,t θ 。假设系统的初始状态为 ( ) ( ){ }0 0 0, ,t q t Q t ，则初始椭

球为 [ ] ( ) ( )( )0 0 0,cE t q t Q t= ε 。在约束条件(3)、(4)和(5)下，寻找最优反馈控制 ( ),u t q 和 ( ),U t Q 使得，在

t =θ 时， [ ]cE t 能够到达目标椭球的邻域 Eω 。 

为了寻找问题 1 的最优反馈控制 ( ),u t q 和 ( ),U t Q ，定义目标函数 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 2

,

, , , , , , , d

, ,

min,

t

u U

u U u t q u t q U t Q U t Q t

q m q m Q M Q M

Ψ ⋅ ⋅ = +   

+ − − + − −  
=

∫
θ

ξ θ θ ξ θ θ                 (7) 

成立，其中 1 2, 0>ξ ξ 。 

注 2 在上述问题 3.1 中，方程(1)和(2)可以独立处理。 

3. 问题求解 

为方便解决上述问题 1，将矩阵转化成向量。设 ( ) n n
ijA a ×= ∈ ，引入符号 

[ ]11 12 1 21 22 2 1 2, , , , , , , , , , , , .n n n n nnA a a a a a a a a a ′=      

设 ( ) n n
ijB b ×= ∈ ，定义 A 和 B 的 Kronecker 积(又称张量积) 

2 2
11 1

1

.
n

n n

n nn

a B a B
A B

a B a B

×

 
 ⊗ = ∈ 
  



   



 

使用 ( )AXB A B X′= ⊗ 将(2)式改写为 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), .Q QQ t T t I Q t I T t Q t B t B t U t Q= ⊗ + ⊗ + ⊗  

记 ( ) ( ) ( )t T t I I T t= ⊗ + ⊗A ， ( ) ( ) ( )Q Qt B t B t= ⊗B ，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), .Q t t Q t t U t Q= +A B  

引入值函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

,

1 2

, , min , , , , , , d

                    , ,

E u U
t

V t q Q u q u q U Q U Q t

q m q m Q M Q M

= +   

+ − − + − −  

∫
θ

τ τ τ τ

ξ θ θ ξ θ θ

                (8) 

得到 HJB 方程[21] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) }
,

min , , , ,

, , , , , , 0.

E E E
q qu U

V V VA t q B t u t q t Q t U t Q
t q Q

u t q u t q U t Q U t Q

∂ ∂ ∂+ + + +
∂ ∂ ∂

+ + =

A B
            (9) 

边界条件为 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , , .EV q Q q m q m Q M Q M= − − + − −  θ θ θ ξ θ θ ξ θ θ            (10) 

则(8)式定义的值函数为(9)式所示的 HJB 方程的解。记 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , , , , ,

                              , , , , , , .

E E
q q

V VH t u t U t A t q B t u t q t Q t U t Q
q Q

u t q u t q U t Q U t Q

∂ ∂
= + + +

∂ ∂

+ +

A B
 

则(9)式等价于 

( )
( )

( )

, , 0,

, ,
0,

, ,
0.

EV H t u U
t

H t u U
u

H t u U
U

∂ + = ∂
∂ =

∂
∂
 =
 ∂

 

首先对 ( ), ,H t u U 分别关于 u 和 U 求偏导，得到 

( ) ( )1, ,
2

E
q

Vu t q B t
q

∂′= −
∂

                                (11) 

( ) ( )1, .
2

EVU t Q t
Q

∂′= −
∂

B                                 (12) 

将(11)、(12)式带入 ( ) ( )( ), , 0EV H t u t U t
t

∂
+ =

∂
，得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1, , ,
4

1 , 0.
4

E E E E E
q q q

E E

V V V V VA t q B t B t t Q
t q q q Q

V Vt t
Q Q

∂ ∂ ∂ ∂ ∂′+ − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂′− =
∂ ∂

A

B B
               (13) 

上述表达式是状态变量和值函数的空间导数的二次形式，我们可假设值函数为二次形式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,EV t q Q q p t q q k t Q t Q Q t s t= + + + +P K                (14) 

其中 ( )tP 和 ( )p t 对称且正定， ( ) ( ) n nt P t I ×= ⊗P ， ( ) ( )t K t=K 。函数 ( ), ,EV t q Q 分别对 t、q 和Q 求偏导，

有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , , , , 

2 ,       2 .

E

E E

V q p t q q k t Q t Q Q t s t
t

V Vp t q k t t Q t
q Q

∂
= + + + +

∂
∂ ∂

= + = +
∂ ∂

P K

P K


 

  

 

于是(11)、(12)式可改写为 

( ) ( ) ( ) ( )( )1, 2 ,
2 qu t q B t p t q k t′= − +                             (15) 

( ) ( ) ( ) ( )( )1, 2 .
2

U t Q t t Q t′= − +B P K                            (16) 

将(14)式带入(10)和(13)式，得到一组关于(14)式中未知参数 ( )tP 、 ( )tK 、 ( )p t 、 ( )k t 、 ( )s t 的方

程组 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2

1

1

2

2

1 2

2 0, ,

0, 2 ,

2 0, ,

0, 2 ,

, , 0,

, , .

q q q n n

q q q

n n

p t p t A t p t B t B t p t p I

k t A t k t p t B t B t k t k m

t t t t t t t I

t t t t t t t M

s t k t k t t t

s m m M M

×

×

′+ − = =

′ ′+ − = = −

′+ − = =

′ ′+ − = = −

− − =

= +

P P A P B B P P

K A K P B B K K

K K











θ ξ

θ ξ

θ ξ

θ ξ

θ ξ ξ

                 (17) 

因为系统(1)和(2)的矩阵系数连续可微，所以方程(9)和(10)存在唯一的解，下面的定理成立。 
定理 1通过求解(14)式所示的值函数，可以得到系统(1)和(2)的解，其中(14)式的未知参数由方程组(17)

确定。此时，最小化值函数的最优控制 ( ),u t q 和 ( ),U t Q 由(15)和(16)给出。 
因为方程组(17)涉及非线性项，所以即使对于这种比较简单的模型，我们也难以获得解析式，本文着

重考虑数值解。运用显示欧拉法进行数值离散化，最后通过仿真软件 Matlab 得到椭球值轨迹管。 

4. 数值仿真 

为验证状态约束对椭球运动的控制问题的影响，本节考察数值仿真结果。仿真包括 2 个情景，分别

是不考虑状态约束和考虑状态约束下的椭球运动。在所有仿真中，采用公式(7)所示的目标函数求解系统

(1)和(2)，系统的各项参数取值为 

[ ]

( ) ( )
( ) ( )

0 0 0

1 0
0,0 ,     ,     0,     1,

0 1

cos sin4 0 2 3 0
,     ,     ,     .

sin cos0 4 2 0 3q q Q

q Q t

t tt t t t
A B T B

t tt t t t

 ′= = = = 
 

 − −     
= = = =       −     π π

π

 

π

θ

 

目标椭球中心和配置矩阵分别为 

[ ] 1 0
1,1 , .

0 1
m M  ′= =  

 
 

(7)中的未知系数分别为 

1 22,      6.8.= =ξ ξ  

当存在状态约束时，取系数 2 22.5, 1.5= =δ σ 。图 1 给出无状态约束下的椭球 [ ]cE t 的轨迹管，图 2

给出有状态约束下的椭球 [ ]cE t 的轨迹管。从图 1 和图 2 的仿真结果可以看出，当不考虑状态约束时，椭

球轨迹管变化较大，此时，要想使得目标误差尽可能小，必须取更大的控制，很可能导致“过大”的控

制；当考虑状态约束时，椭球轨迹管变化较小，此时椭球在控制作用下到达目标集。 
当存在状态约束时，验证 [ ]cE t 的终端椭球 [ ]1cE 是否到达目标集。给出终端椭球和目标椭球比较图，

仿真结果如图 3 和图 4 所示。如图 3， [ ]cE t 的中心到达目标集。如图 4， [ ]cE t 的配置矩阵与目标椭球的

配置矩阵几乎重合，显然到达目标集。因此说明，椭球可以在状态约束作用下到达目标集。 

5. 结论 

本文提出一种通过状态约束限制目标函数来实现椭球运动的方法，该方法使得值函数中的未知参数

可以用非线性方程来表示，进而可以求解值函数。 
针对虚拟椭球的三维情形，运用本文的方法可以得到类似的结果，只不过运算时间较长。 
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Figure 1. Ellipsoidal tubes of trajectories for the Ec [t] with no regard of the state constraint    
图 1. 无状态约束下的椭球 Ec [t]的轨迹管 

 

 
Figure 2. Ellipsoidal tubes of trajectories for the Ec [t] with regard of the state constraint    
图 2. 有状态约束下的椭球 Ec [t]的轨迹管 

 

 
Figure 3. The comparison diagram of the center of the terminal ellipsoid and the target ellipsoid with state constraint 
图 3. 终端椭球和目标椭球中心比较 
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Figure 4. The comparison diagram of the configuration matrix of the terminal ellipsoid and 
the target ellipsoid with state constraint    
图 4. 终端椭球和目标椭球形状比较 
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