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摘  要 

拉格朗日中值定理是函数微分理论的核心内容，是研究函数高级分析性质的主要工具。通过对拉格朗日

中值定理结构的分析，得出拉格朗日中值定理可以作用对象的结构特征，不仅解决了“如何用”拉格朗

日中值定理的问题，更解决了“为什么能用”的问题，有利于帮助学生理解和掌握拉格朗日中值定理和

题目之间的联系与应用。 
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Abstract 
Lagrange mean value theorem is the core content of function differential theory and the main tool 
to study the advanced analytical properties of function. Through the analysis of the structure of 
the Lagrange mean value theorem, it is concluded that the Lagrange mean value theorem can act 
on the structural characteristics of the object, which not only solves the problem of “how to use” 
the Lagrange mean value theorem, but also solves the problem of “why it can be used”, which is 
helpful to help students understand and master the relationship and application between the La-
grange mean value theorem and the problem. 
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1. 引言 

拉格朗日中值定理是高等数学一系列的“微分中值定理”中最重要的一个，它在理论上起着“承上启

下”的作用，“上承”罗尔定理，“下启”泰勒公式，是微分学应用的桥梁，在理论和实际中具有极高的研

究价值。目前，对拉格朗日中值定理的研究一般都是对定理的证明方法和具体的应用进行研究[1] [2] [3]，我

们通过对拉格朗日中值定理的结构进行分析，首次利用其结构特征解决“为什么能用”和“如何用”拉格朗

日中值定理的问题，尤其是如何用拉格朗日中值定理构造辅助函数和解决中值问题的证明的具体思想方法。 

2. 拉格朗日中值定理的结构分析 

定理 1 [4] (拉格朗日中值定理)若函数 ( )f x 满足条件：1) 在 [ ],a b 上连续；2) 在 ( ),a b 内可导，则存 

在一点 ( ),a bξ ∈ ，使得
( ) ( ) ( )

f b f a
f

b a
ξ

−
′=

−
。 

拉格朗日中值定理的结构分析：1) 从结论看，定理给出了中值点ξ 处的导数信息，由于等式的左端为

一个确定的数，因此，结论本质上给出了导函数的零点或对应的方程根的存在性，因此，从这个意义上讲，

它和连续函数的介值定理、导函数的罗尔定理属于同一类结论，可以用于研究解决函数的零点或方程的根

的问题[5]；这同时也决定了该定理的证明方法，应采用与导函数零点有关的罗尔定理来证明。 
2) 从结论的结构看，结构相对复杂，涉及到中值点、区间的两个端点，其明显特点为两个分离的结

构特征：等式两端的中值点与端点分离的结构，即等式右端只涉及中值点，左端只涉及区间端点；以及

左端两个端点的分离结构[5]。由此，决定了研究对象的一个特征：含中值点、区间的两个端点，遇到此

类型的题目时，首先考虑使用拉格朗日中值定理；同时该结论形式也决定了解题的思路方法：分离中值

与端点，并且两端点也要分离开。 
3) 从结论的左端结构看，左端分式的分子和分母都是差值结构，分子为函数在端点处的函数值差，

分母为自变量在端点处的差，分式为二者差值的比；由于差值结构也是增量结构，因此，分式也可以视

为函数和自变量在区间上的增量比；进一步的，结论还可以改变一下形式，表示为 
( ) ( ) ( )( )f b f a f b aξ′− = − 或 ( ) ( ) ( ) ( )0 1f x x f x f x x xθ θ′+ ∆ − = + ∆ ⋅∆ < < ，由此可见，拉格朗日中值定

理给出了函数的导数和函数值的差(或函数增量)的联系，所以，函数差值结构可以视为拉格朗日中值定理

作用对象的又一特征，因此，遇到研究恒等式(函数差值恒为零)、单调性、不等式或与函数差值有关的命

题等，都可以考虑利用该定理进行研究。 

3. 拉格朗日中值定理的应用 

由拉格朗日中值定理的结构分析可以看出，拉格朗日中值定理可用于研究方程根的存在性问题、恒

等式、不等式、尤其是与函数差值有关的命题等的解决。下面我们仅从与函数差值有关的证明题的解题

思想和解题方法进行举例，说明拉格朗日中值定理“如何用”的问题。 
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3.1. 单中值问题 

证明的方法一般是将含端的的部分与含 ξ 的部分进行分离，并将两个端点进行分离，再应用拉格朗

日中值定理。 
例 1 证明：对任意 0 a b< < ，存在 ( ),a bξ ∈ ，使得 

( ) ( )e e 1 eb aa b a bξξ− = − − 。 

结构分析：题型为中值问题的证明，且待证结论含有中值点、区间的两个端点，是典型的拉格朗日

中值定理作用对象的特征；思路方法：使用拉格朗日中值定理，具体的，根据两个分离的结构特征，需 

要将要证结论的端点进行分离，将结论转化为 ( )e e 1 e
b aa b
a b

ξξ−
= −

−
，注意到左端的两个端点还没有彻底 

分离，再次分离端点，结论再转化为 

( )
1 1e e

1 e
1 1

b a

b a

b a

ξξ
−

= −
−

， 

至此，左端形式已经与拉格朗日中值定理结论的左端形式完全一致，由此确定研究对象为函数
1

e xx ，

研究区间为
1 1,
b a
 
  

，应用拉格朗日中值定理即可求解。 

证明 记 ( )
1

e xf x x= ，则 ( )f x 在
1 1,
b a
 
   上连续，在

1 1,
b a

 
 
  内可导，由拉格朗日中值定理得，存在

1 1,
b a

η  ∈ 
 ，使

( )

1 1

1 1

f f
b a f

b a

η

   −   
    ′=

−
，即

1 1 1

2

1 1e e 1 1e e 1 e
1 1

b a

b a

b a

η η ηη
ηη

−    
= + − = −   

  −
，令

1ξ
η

= ，则 ( ),a bξ ∈ ，

于是 ( )
1 1e e

1 e
1 1

b a

b a

b a

ξξ
−

= −
−

。 

既得所证明的结论。 

注本题也可以对函数 ( ) ( )1 1e ,xF x f x
x x

= = ，在区间 [ ],a b 上利用柯西中值定理证明。 

3.2. 双中值问题 

情形一：没有明确要求两个中值点不相等时，证明的方法一般是在同一区间上用两次中值定理。 

例 2 [6]设函数 ( )f x 在 [ ],a b 上连续，在 ( ),a b 内可导，且 ( ) ( ) 1f a f b= = ，证明：存在 ( ), ,a bξ η ∈ ，

使得 ( ) ( )e 1f fη ξ η η− ′+ =   。 
结构分析：题型为与导数有关的双中值问题；思路方法：使用中值定理，首先分离两个中值，将结 

论转化为 ( ) ( )e ef fη ξη η′+ =   ，即只需证 ( ) ( )e ex x
x x

f x
η ξ= =

′′  =  ，分别对函数 ( )ex f x 和 ex 在上 [ ],a b 应 

用拉格朗日中值定理即可。 
证明 令 ( ) exG x = ， ( ) ( )exF x f x= ，则 ( )G x 和 ( )F x 在 [ ],a b 上连续，在 ( ),a b 内可导，分别对 ( )G x

和 ( )F x 在 [ ],a b 上应用拉格朗日中值定理知，存在 ( ), ,a bξ η ∈ ，使 
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( )e e e e
b a

x

xb a
ξ

ξ=

− ′= =
−

，
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

e e
e e

b a
x

x

f b f a
f x f f

b a
η

η
η η

=

− ′  ′= = +   −
， 

又由于 ( ) ( ) 1f a f b= = ，故
( ) ( )e e e eb a b af b f a

b a b a
− −

=
− −

，因此， ( ) ( )e e f fξ η η η′= +   ，也即 

( ) ( )e 1f fη ξ η η− ′+ =   。 

情形二：明确要求两个中值点不相等时，证明的方法一般需要先找出一个特殊点，该点将区间分成

两个不相交的子区间，在两个子区间上分别使用拉格朗日中值定理。 

例 3 (第十二届预赛试题二) 
设函数 ( )f x 在 [ ]0,1 上连续，在 ( )0,1 内可导，且 ( ) ( )0 0, 1 1f f= = ，试证： 
(1) 存在 ( )0 0,1x ∈ ，使得 ( )0 02 3f x x= − ； 
(2) 存在 ( ), 0,1ξ η ∈ ，且ξ η≠ ，使得 ( ) ( )1 1 4f fξ η′ ′+ + =       。 
结构分析：题(1)为方程根的存在性问题；类比已知：零点定理或 Rolle 定理；从已知条件来看，存

在不相等的两端点的函数值，确定思路为零点定理；需要进一步确定研究对象，将 ( )0 02 3f x x= − 转化为

一端为零的标准形式，不为零的一端即为研究对象。 
题(2)为与导数有关的双中值问题；将(1)中所得点 0x 作为特殊点，该点将区间 [ ]0,1 分成两个不相交的

子区间 [ ]00, x 和 [ ]0 ,1x ，在这两个子区间上分别使用拉格朗日中值定理。 
证明 (1) 令 ( ) ( ) 2 3F x f x x= − + ，则 ( )F x 在 [ ]0,1 上连续，且 

( )0 2 0F = − < ， ( )1 2 0F = > ， 

于是由零点定理知，存在 ( )0 0,1x ∈ 使得 ( )0 0F x = ，即 ( )0 02 3f x x= − . 
(2) 在 [ ]00, x 和 [ ]0 ,1x 上对 ( )f x 应用拉格朗日中值定理，则存在 ( )00, xξ ∈ ， ( )0 ,1xη ∈ ，使得 

( ) ( ) ( )0

0 0

0 2 3
0

f x f
f

x x
ξ

−
′ = = −

−
， ( ) ( ) ( )0 0

0 0

1 1 3
1 1

f f x x
f

x x
η

− − +′ = =
− −

， 

于是 

( ) ( ) 0

0 0

1 321 1 1 3 1 4
1

x
f f

x x
ξ η

  − +′ ′+ + = + − + =          −  
。 

4. 结语 

拉格朗日中值定理是微分理论的核心结论，是研究函数分析性质的主要工具，我们首次从结构的角

度对拉格朗日中值定理进行分析，明确了定理能够作用的对象，启发了我们解决对应中值问题时，可利

用结构特征分析、设计和研究解决中值问题的具体解题方法，有利于熟练掌握拉格朗日中值定理的应用。 
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