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摘  要 

本文对再保险中停止–损失再保险进行了研究。从再保险人视角，基于保险人风险总约束的情况下，求

出VaR (Value-at-Risk)风险度量下再保险人面临总风险最小值的最优自留额。最后，我们对求解的结果

进行数值模拟，比较不同情况下的值。 
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Abstract 
In this paper, the stop-loss reinsurance model is adopted. Based on the constrains of insurer’s to-
tal individual risk, we obtain the optimal retention by minimizing the value of reinsurer’s total in-
dividual risk in the risk measurement of VaR (Value-at-Risk). In the last, we simulate the result to 
compare with different conditions. 

 
Keywords 
Optimal Reinsurance, Lagrange Multiplier Method, Optimal Retention 

 

https://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2023.132036
https://doi.org/10.12677/pm.2023.132036
https://www.hanspub.org/


谢靓艺 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.132036 326 理论数学 
 

Copyright © 2023 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

1.1.研究背景与研究意义 

再保险是风险对冲的一种工具。保险公司签订再保险合同之后，部分自身的风险可以分散到再保险

公司。当风险发生时，再保险公司和原保险公司可以共同承担责任。然而，保险公司签订再保险合同，

需要向再保险公司缴纳一定的保费。无论是保险公司还是再保险公司，他们需要在保费以及转移风险大

小之间进行权衡。研究如何设计一份再保险，使得保费和转移风险之间能够得到权衡的问题称为最优再

保险问题。保险精算中有较多的研究，可参考[1] [2] [3] [4] [5]。 
停止–损失再保险一般是问题最优的形式之一，因此停止–损失再保险在学术研究和实务中具有特

殊的意义。关于停止–损失再保险的更多研究，可参考[6] [7] [8]。 
在一份再保险合同当中，存在一定的利益冲突，即一份再保险合同对保险人而言是最优的，但是对

于再保险人而言可能是不划算的，具体可参考[9]。当前研究最优再保险的文献，大多以保险人的角度分

析。本文选取再保险人的角度，基于保险人个人总风险的约束下，构建 VaR 风险度量方式下停止–损失

再保险模型。为了求解出相应的最优解，本文采取拉格朗日乘数法对目标函数求解，求解出的结果会根

据约束条件的不同而变化，故再保险人在制定再保险合同时可以考虑投保公司的规模大小以及对风险的

容忍程度。 
本文基于朱建章等[10]，从再保险人的角度，基于保险人风险总约束的情况下，求出 VaR (Val-

ue-at-Risk)风险度量下再保险人面临总风险最小值的最优自留额。 
本文的架构如下：第一章对再保险的意义以及基本概念进行简要介绍；第二章构建停止–损失再保

险模型并采取拉格朗日乘数法求解得出结论；第三章对第二章得出的结论进行数值模拟；第四章就全文

进行总结。 

1.2. 基本概念 

一定时间内保险人初始的总风险为非负随机变量 ( )0X X ≥ 。 ( ) { }PrXF x X x= ≤ 是其累计分布函数，

( ) ( ) { }1 PrX XS x F x X x= − = > 是其生存函数，此外假设随机变量 ( )0X X ≥ 均值存在。我们假设 

( )min ,X d X d∧ = ， ( ) ( )max ,0X d X d
+

− = − 。 
在停止–损失再保险模型中，保险人和再保险人的风险： 

( )

,
,

0,
,

I

R

X x d
X

d x d X d

x d
X X d

X d x d +

 <
=  > = ∧ 


≤ = = − − >

                             (1) 

其中 XI 表示的是保险人的自留风险，XR 表示的是再保险人的自留风险。紧接着，我们对风险度量方

式 VaR 进行介绍。 
定义 1 给定置信水平 ( )1 0 1α α− < < ，VaR (Value-at-Risk)的数学表达式为[11]： 

( ) ( ){ }inf : PrVaR X x X xα α= > ≤                              (2) 
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从 VaR 的定义可以推知， ( ) ( )1
XVaR X Sα α−= ， ( )1

XS α− 是生存函数 XS 的反函数。 
定义 2 王氏保费准则 
参考文献[12] [13]，王氏保费准则(也称作扭曲函数保费准则)的定义： 

( ) ( )( )0
1 dX XP g S x xρ

+∞
= + ∫                                (3) 

其中 0ρ ≥ 是安全载荷系数，定义 [ ) [ ): 0, 0,g +∞ → +∞ 是增的凹函数且满足：1) ( )g x x≥  2) ( )0 0g = ，

( )1 1g = 。 
若分出函数为停止–损失再保险，则由王氏保费准则可计算出保费为 

( ) ( ) ( )( )1 dXd
P d g S x xρ

+∞
= + ∫                               (4) 

从上述公式中可得知保险人的自留额越大，即保险人自己承受的风险越大，缴纳的保费越少，符合

实务中再保险的意义。 
基于上述基本概念，我们可以表达保险人以及再保险人面临的总风险，即 

( )TI IX X P d= +                                    (5) 

( )TR RX X P d= −                                    (6) 

其中保险人的总风险以 XTI 表示，自留风险以 XI 表示；再保险人的总风险以 XTR 表示，再保险人的自

留风险为 XR。对于度量风险的 VaR，我们定义： 

( ) ( ){ }, inf : Pr
I IX XVaR d x X xα α= > ≤                           (7) 

( ) ( ){ }, inf : Pr
R RX XVaR d x X xβ β= > ≤                           (8) 

2. 再保险人角度下的最优再保险 

2.1. 模型构建 

实务中保险人与再保险人双方对风险的敏感度不同，且一般保险人对风险的敏感程度相对于再保险

人而言更高，故可设置保险人的置信水平 ( )1 0 1α α− < < 比再保险人的置信水平 ( )1 0 1β β− < < 高，即

α β< 。 
为了构建目标函数，我们需要表达出原保险人与再保险人双方在停止–损失再保险模型下的生存函

数。根据生存函数的定义，原保险人 XI 的生存函数为： 

( ) ( ) , 0
0,I

X
X

S x x d
S x

x d≥
≤ <

= 
 

                               (9) 

基于生存函数与 VaR 之间的关系，可求出 ( ),
IXVaR d α 的表达式，即： 

( ) ( )
( ) ( )

1

1 1

, 0 ,
,

, .I

X
X

X X

d d S
VaR d

S d S
α

α
α α

−

− −

 < ≤= 
>

                         (10) 

基于 VaR 的性质，可得出 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1 1

, 0 ,
,

, .TI

X
X

X X

d P d d S
VaR d

S P d d S
α

α
α α

−

− −

 + < ≤= 
+ >

                      (11) 
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类似的，可以得到再保险人的生存函数表达式： 

( ) ( )
1, 0,

, 0.RX
X

x
S x

S x d x
==  + >

                              (12) 

同理： 

( ) ( ) ( )
( )

1 1

1

, 0 ,
,

0, .R

X X
X

x

S d d S
VaR d

d S
β β

β
β

− −

−

 − ≤ <= 
≥

                        (13) 

以及 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1

1

, ,
,

, .TR

X X
X

X

S d P d d S
VaR d

P d d S
β β

β
β

− −

−

 − − <= 
− ≥

                      (14) 

我们目标是从再保险人的角度出发，基于保险人总风险存在一定约束下，最小化再保险人面临总风

险的 VaR 值，故本文的研究问题 1 的数学表达式为： 

( ) ( )
( )

,

s.t ,
TR

TI

X

X

h d VaR d

VaR d M

β

α

=

≤
                                 (15) 

其中 M 是一常数，且 0M ≥ 。我们目前主要是通过最小化目标函数： 

( ) ( ){ } ( )* min , 0,h d h d d= ∈ +∞                             (16) 

*d 表示最优自留额。 

2.2. 问题求解 

定理当存在 d * 满足： ( )Xd S* 1 α−≤ ，且 ( )d P d M* *+ = 有解；或者存在 d ** 满足 ( )Xd S** 1 α−> ，且

( ) ( )XP d M S** 1 α−= + 有解时，问题 1 的最优解的情况可分为以下情况： 
1) 当 d * 和 d ** 均存在时： 
a) 当 ( ) ( )h d h d* **≤ 时，问题 1 的最优解为 d *  
b) 当 ( ) ( )h d h d* **≥ 时，问题 1 的最优解为 d **  
2) 当 d * 存在但 d ** 不存在时，问题 1 的最优解为 d *  
3) 当 d * 不存在但 d ** 存在时，问题 1 的最优解为 d **  
证明：在数学分析中，求解带有约束条件的极值问题，一般采取拉格朗日乘数法。我们构建拉格朗

日函数： 

( ) ( ) ( )( ), ,
TIXL d h d VaR d Mλ λ α= + −                          (17) 

其中 λ 是拉格朗日乘数。化简上述式子，可以得到： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 1

, ,

1 1 ,
1 ,

1 ,

TIX

X X

X X

X X

L d h d VaR d M

S d P d M d S
d P d M S d S
S P d M d S

λ λ α

β λ λ λ β
λ λ λ β α
λ α λ λ α

− −

− −

− −

= + −

+ − + − − ≤
= + − − < ≤

+ − − >







            (18) 

对式子(18)分别对 ,d λ 求偏导，我们可以得到： 

https://doi.org/10.12677/pm.2023.132036


谢靓艺 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.132036 329 理论数学 
 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

1

1 1

1

1 1 1 ,
,

1 1 ,

1 1 ,

X X

X X X

X X

g S d d S
L d

g S d S d S
d

g S d d S

λ ρ β
λ

λ λ ρ β α

λ ρ α

−

− −

−

  − − + ≤ ∂ = − − + < ≤∂ − − + >

               (19) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1 1

, , 0 ,
, .

X

X X

L d d P d M d S
S P d M d S

λ α
λ α α

−

− −

∂ + − < ≤
=

∂ + − >




                     (20) 

根据拉格朗日乘数定理，我们要求 ( ),L d λ 的最小值，需要满足以下条件： 

( )

( )

,
0

,
0

L d
d

L d

λ

λ
λ

∂
= ∂


∂ = ∂

                                   (21) 

我们分类讨论可以得到： 
1) 当 ( )1

Xd S β−≤ 时，我们令 

( )

( )

,
0

,
0

L d
d

L d

λ

λ
λ

∂
= ∂


∂ = ∂

                                   (22) 

可以得到
( )

1
d P d M
λ =
 + =

或
( ) ( )( )

( )
1 1Xg S d

d P d M

ρ + =


+ =
。 

综合以上分析，可以得到最小值存在的条件为：存在 ( )* 1
Xd S β−< ，且 ( )* *d P d M+ = 有解。 

2) 当 ( ) ( )1 1
X XS d Sβ α− −< ≤ 时，我们令 

( )

( )

,
0

,
0

L d
d

L d

λ

λ
λ

∂
= ∂


∂ = ∂

                                   (23) 

可以得到
( )( ) ( )( )
( )

1 1 Xg S d

d P d M

λ λ ρ = − +


+ =
 

综合以上分析，可以得到最小值存在的条件为：存在 ( ) ( )1 1
X XS d Sβ α− −< < ，且 ( )* *d P d M+ = 有解。 

3) 当 ( )1
XS dα− < 时，我们令 

( )

( )

,
0

,
0

L d
d

L d

λ

λ
λ

∂
= ∂


∂ = ∂

                                   (24) 

可以得到
( ) ( )1

1

XP d M S
λ

α−

=


= +
 

综合以上分析，可以得到最小值存在的条件为：存在 ( )1 *
XS dα− < ，且 ( ) ( )* 1

XP d M S α−= + 有解 
定理证毕。 
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3. 数值模拟 

3.1. 参数选取 

这一节我们对第二章的定理进行数值验证。假设保险人面临的初始损失 X 的生存函数为： 

( )
0.1e , 0

0, 0

x

X
x

S x
x

− >
= 

≤
                                 (25) 

基于第二章求解的定理，保险人与再保险人双方的置信水平、约束保险人总风险的上限值、保费的

具体形式对得出的最优自留额的大小都有影响。本文选取期望保费原理，对得出的结论进行数值模拟。 

3.2. 算例 

我们先验证在保险人风险容忍度为 0.01α = ，再保险人风险容忍度 0.05β = ，风险载荷系数 0.1ρ = ，

表 1 是针对不同约束约束条件 M 大小下的情况。 
 

Table 1. Influence of upper limit of constraint on optimal retention 
表 1. 约束上限对最优自留额的影响 

M *d  ( )*P d  ( )*h d  
*d 是否存在 

(T 表示有解，F 表示没有解) 

20 18.2216 1.77844 9.9573 T 

30 29.4196 0.4804 0.5804 T 

40 39.7943 0.2057 −0.2057 T 

50 Not exist   F 

 
表 1 表明随着约束条件 M 越大，最优的自留额越大，对于再保险人而言其接纳的分出损失越小。 
我们然后验证在保险人风险容忍度为 0.01α = ，再保险人风险容忍度 0.05β = ，约束条件 20M =

0.1ρ = ，表 2 是针对不同风险载荷系数 ρ 大小下的情况。 
 

Table 2. Influence on optimal retention due to changes in the relative safety load factor 
表 2. 载荷系数对最优自留额影响 

ρ  *d  ( )*P d  ( )*h d  
*d 是否存在 

(T 表示有解，F 表示没有解) 

0.1 18.2216 1.7784 9.9573 T 

0.2 18.0205 1.9795 9.9573 T 

0.3 17.8099 2.1901 9.9573 T 

0.4 17.5886 2.4114 9.9573 T 

 
表 2 表明随着载荷系数 ρ 越大，在其他条件下保持不变的情况下，最优的自留额越小，对于再保险

人而言其接纳的分出损失越大。根据式子(14)，我们知道 ( )* 1
Xd S β−< 时， ( ) ( ) ( )* 1 * *

Xh d S d P dβ−= − − 。

而约束条件 ( )* *d P d M+ = 是一定值，故 ( )*h d 也是一定值。 
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4. 结论 

不同于一般从保险人角度分析的文献，本文从再保险人的角度分析最优再保险的问题，能给我们提

供更加多样的角度分析问题。之后的研究可以考虑结合保险人与再保险人双方的角度分析最优再保险，

此外约束条件还可以将再保险人总风险约束纳入。值得一提的是，在实务当中，停止–损失保险被广泛

应用于医疗、汽车等保险产品定价上，本文能够为保险公司提供一定的保险产品定价理论价值。基于本

文的研究结论，可以得出最优的再保险会随着保险人的约束条件变化而变化，故再保险公司在制定再保

险合同的时候可以基于投保公司的规模大小以及对风险的容忍度进行考虑。 
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