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摘  要 

本文利用增算子不动点定理证明了有序Banach空间中带有积分边界条件的分数阶发展方程mild解存在

性，并且给出了计算该解的迭代序列，最后举例阐述了所得结论。 
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Abstract 
In this paper, by using the fixed point theorem of increasing operators, the existence of mild solu-
tions for fractional evolution equations with integral boundary conditions in ordered Banach 
spaces is proved and gives iterative sequence. Finally, an example is provided to illustrate the ap-
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1. 引言 

本文研究了有序 Banach 空间 X 中带积分边界条件的分数阶发展方程 

( ) ( ) ( )( ) [ ]
( ) ( )( )0

, , : 0, ,

0 , d

C

a

D x t Ax t f t x t t I a

x g s x s s

α + = ∈ =


= ∫
                         (1) 

mild 解存在性。其中 CDα 是 ( )0 1α α< ≤ 阶 Caputo 型分数阶导数； ( ):A D A Χ Χ⊂ → 是稠定闭线性算子，

A− 生成正 C0-半群 ( )( )0T t t ≥ ， , : × →g f I Χ Χ 是给定的函数。 
分数阶微分方程是整数阶微分方程的推广。除了在数学方面的应用外，它还在流体力学，分数控制

系统与分数控制器，各种电子回路，电分析化学，生物系统的电传导等方面有广泛的应用。因此，分数

阶问题引起了许多学者的关注。近年来，带有积分边界条件的微分方程已有不少研究成果[1] [2] [3]。问

题(1)是含时间 t 的带积分边界条件的分数阶偏微分方程初值问题的抽象模型[4] [5]，这类问题的研究成果

较少。在文献[6]中，作者用逐次逼近的方法获得了问题(1)在实 Banach 空间 X 中 mild 解存在的充分条件。

在文献[7]中，作者用增算子不动点定理的方法证明了方程 

( ) ( ) ( )( ), ,  x t Ax t f t x t t′ + = ∈ℜ  

在 Banach 空间 X 中 ω-周期解的存在性，其中要求 A− 生成正 C0-半群 ( )( )0T t t ≥ 为紧半群。随后，在文

献[8]中，作者用 Sadovskii 不动点定理证明了初值问题 

( ) ( ) ( )( )
( ) 0

, , 0,

0

 ′ + = >


=

x t Ax t f t x t t

x x
 

在 Banach 空间 X 中 mild 解的存在性。 
受上述工作的启发，本文在有序 Banach 空间中，用非紧性测度条件代替了文献[7]中的紧半群条件，

将文献[8]中的初值条件 ( ) 00x x= 演化为非局部条件 ( ) ( )( )0
0 , d

a
x g s x s s= ∫ ，利用增算子不动点定理讨论了

问题(1) mild 解的存在性。证明了当问题(1)中的非线性项 ( ),f t x 和非局部函数 ( ),g t x 只需满足容易验证

的序条件时，问题(1) mild 解的存在性，并且给出了计算该 mild 解的迭代序列。 

2. 预备知识 

设 X 为 Banach 空间，其范数为 ⋅ ， ( ),C I X 为定义于 I 取值于 X 的连续函数之集，按范数 

( )maxC t I
x x t

∈
=  
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构成 Banach 空间。本文记 N 为正整数集。 
设 K 为 X 中的闭凸锥， A− 生成的 C0-半群为正算子半群，即对 0x ≥ ，有 ( ) 0T t x ≥ 。不失一般性，

设 1M∃ ≥ ，使得 

( ) ,  0T t M t≤ ∀ ≥ 。 

下面介绍分数阶微积分的概念： 
定义 1. 定义在区间 I 上的函数 f 的 ( )0 1α α< < 阶分数阶积分定义为 

( ) ( )
( )

( ) 10

1 d ,  0
t f s

I f t s t
t s

α
αα −= >

Γ −∫ ， 

其中 ( )Γ ⋅ 是 Gamma 函数。 
定义 2. 定义在区间 I 上的函数 f 的 ( )0 1α α< < 阶 Riemann-Liouville 型分数阶导数定义为 

( ) ( )
( )

( ) 10

1 d d ,  0
d

α
αα + −= >

Γ − −
∫

n tL
n n

f s
D f t s t

n t t s
， 

其中 ( ]1,n nα ∈ − ， n N∈ 。 
定义 3. 定义在区间 I 上的函数 f 的 ( )0 1α α< < 阶 Caputo 型分数阶导数定义为 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )10

1 d ,  0
n

t nC n
tn

f s
D f t s I f t t

n t s
α α

αα
−

+ −= = >
Γ − −∫ ， 

其中 ( ]1,n nα ∈ − ， n N∈ 。 
注 1：(1) Riemamn-Liouville 型分数阶导数和 Caputo 型分数阶导数有下列关系： 

( ) ( ) ( ) ( )
1

0
0

!

kn
kC α L α

k

tD f t D f t f
k

−

=

 
= − 

 
∑ 。 

(2) 常数的 Caputo 型导数为 0。 
(3) 如果 f 是 X 中的抽象函数，则定义 1，2，3 中的积分为 Bochner 意义下的积分。 
首先，对 ( ),h C I X∀ ∈ ，考虑问题(1)相应的线性问题 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )0

, ,

0 , d .

α + = ∈


= ∫

C

a

D x t Ax t h t t I

x g s x s s
                              (2)

 

由定义 1，2，3 可知，问题(2)可化为下列积分方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1

0

0

1 d , ,

0 , d .

α

α
− = − − ∈   Γ

 =

∫

∫

t

a

x t t s h s Ax s s t I

x g s x s s
 

与文献[9]中引理 3.1 中的证明方法类似，可以证明下列引理： 
引理 1. 设 ( ),∈x C I X 是问题(2)的 mild 解，当 x 且仅当满足积分方程 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1

0 0
, d d ,  α

α α
−= + − − ∈∫ ∫

a t
x t S t g s x s s t s T t s h s s t I ， 

其中 

( ) ( ) ( )0
dα

α αξ
∞

= ∫S t θ T t θ θ， 
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( ) ( ) ( )0
dT t θξ θ T t θα

α αα θ
∞

= ∫ ， ( )
1 111 0ξ θ θ α α

α αϖ θ
α

− − − 
= ≥  

 
， 

( ) ( ) ( ) ( )1 1

1

11 1 sinα
α

α
ϖ θ α

∞
− − −

=

Γ +
= − π
π∑

n n

n

n
θ n

n!
， ( )0,θ∈ ∞ ， 

ξα 是定义在 ( )0,∞ 上的单边概率密度函数，且 ( )
0

d 1α θ
∞

=∫ ξ θ ， ( )0,∈ ∞θ 。 
注 2：由算子半群 ( )( )0T t t ≥ 的正性易知，对 0x ≥ ，有 ( ) 0S t xα ≥ ， ( ) 0T t xα ≥ 。 
引理 2. [9] 对任意给定的 0t ≥ ， ( )S tα ， ( )T tα 是有界线性算子，即对 x X∀ ∈ ，有 

( )S t x M xα ≤ ， ( ) ( )1
MT t x xα

α
α

≤
Γ +

， 

其中 ( ) 0T t M t≤ ∀ ≥， 。 
设 ( )β ⋅ 为 X 中的非空有界集的 Kuratowski 非紧性测度， ( )Cβ ⋅ 为 ( ),C I X 中非空有界集的 Kuratowski

非紧性测度。本文将用到关于非紧性测度的如下重要引理： 
引理 3. [10] 设 X 为 Banach 空间，若 ( )D C I,X⊂ 为有界且等度连续集，则 ( )( )β D t 在 I 上连续，且 

( ) ( )( ) ( )( )maxC t I
β D β D t β D I

∈
= = 。 

引理 4. [11] 设X为Banach空间， { } ( )0 ,nD x C I X= ⊂ 为可列集，若存在 ( )1L Iφ ∈ ，使得 ( ) ( )nx t tφ≤ ，

a.e t I∈， ， 2,1,n = ，则 ( )( )D tβ 在 I 上 Lebesgae 可积，且 

( ){ }( ) ( )( )0d 2 dnI I
β x t t n Ν D t tβ∈ ≤∫ ∫ 。 

引理 5. [7] 设 X 是 Banach 空间， ( ),D C I X⊂ 有界，则存在可列子集 0D D⊂ ，使得 

( ) ( )02β D β D≤ 。 

设 X 是 Banach 空间，K 为 X 中的一个锥，则 K 确定了 X 中的一个半序“ ≤”。下面给出问题(1)上
下解的定义： 

定义 4. 若 ( )0 ,v C I X∃ ∈ ，满足 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

0 0 0

0 00

, , ,

0 , d ,

α + ≤ ∈


≤ ∫

C

a

D v t Av t f t v t t I

v g s v s s  

则称 0v 为问题(1)的下解。若 ( )0 ,w C I X∃ ∈ ，满足 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

0 0 0

0 00

, , ,

0 , d

 + ≥ ∈


≥ ∫

C q

a

D w t Aw t f t w t t I

w g s w s s  

则称 0w 为问题(1)的上解。 
本文主要定理的证明基于如下不动点定理： 
引理 6. [12] (增算子不动点定理) 设 X 是实 Banach 空间，K 是正规锥， [ ]0 0: ,F v w X→ 是凝聚映射，

并且是增算子。又设 

0 0 0 0,  v Fv Fw w≤ ≤ ， 

那么 F 在 [ ]0 0,v w 中必有最大不动点 x 与最小不动点 x  (即若 x∗ 为 F 在 [ ]0 0,v w 中的任一不动点，必有

x x x∗≤ ≤ )，并且 
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lim ,  limn nn n
x w x v

→∞ →∞
= = ， 

其中 1n nv Fv −= ， 1n nw Fw −= ，满足 

0 1 1 0n nv v v w w w≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤   。 

为了证明主要结论，我们给出下列假设： 
(P1) 函数 :g I X X× → 是连续函数，存在 1 0M > ，对 x∀ ， ( ) ( )0 0,y v t w t∈  ，当 x y≤ 时，有 

( ) ( ) ( )1, , ,  g t y g t x M x y t I− ≥ − − ∈ 。 

(P2) 函数 :f I X X× → 是连续函数，存在 2 0M > ，对 x∀ ， ( ) ( )0 0,y v t w t∈  ，当 x y≤ 时，有 

( ) ( ) ( )2, , ,  f t y f t x M x y t I− ≥ − − ∈ 。 

(P3) 对 t I∀ ∈ ，存在常数 1 0L > ， 2 0L > ，使得 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 2, ,  ( , ) ,  f t D L D g t D L D t Iβ β β β≤ ≤ ∈ ， 

其中 ( ) ( )0 0,D v t w t⊂   为非空有界集。 
注 3：若非线性函数 ( ),f t x ， ( ),g t x 满足 Lipschitz 条件，则 ( ),f t x ， ( ),g t x 满足条件(P3)。 

3. 主要结果及其证明 

定理 1. 设 X 是有序 Banach 空间，K X⊂ 为正规锥， A− 生成 X 中的正 C0-半群 ( )( )0T t t ≥ ，若问题

(1)存在下解 0v 和上解 0v ，使得 ( ) ( )( )0 0v t w t t I≤ ∈ ，函数 ( ),f t x ， ( ),f t x 满足条件(P1)~(P3)，且 

( )
1

2
2 12

1 2
ML aaML

α

α
+ <
Γ +

，                                 (3)  

则问题(1)在 [ ]0 0,v w 上存在最大 mild 解 x 及最小 mild 解 x ，且 

lim ,  limn nn n
x w x v

→∞ →∞
= = ， 

其中 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 10 0

, d , d ,  α
α α

−
− −= + − − ∈∫ ∫

a t
n n nv t S t g s v s s t s T t s f s v s s t I ， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 10 0

, d , d ,  α
α α

−
− −= + − − ∈∫ ∫

a t
n n nw t S t g s w s s t s T t s f s w s s t I ， 

满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 0 ,  n nv t v t v t w t w t w t t I≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  
。 

证明：定义算子 ( ) ( ): , ,F C I X C I X→ 如下： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1

0 0
, d , ,  α

α α
−= + − − ∈∫ ∫

a t
Fx t S t g s x s s t s T t s f s x s t I 。 

记 [ ] ( )0 0, ,D v w C I X= ⊂ 。首先证明 F 是增算子。对 1h∀ ， 2h D∈ ， 1 2h h≤ ，由条件(P1)，(P2)，有 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
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2 1

1
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1
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故 F 是增算子。 
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接下来证明 ( )F D D⊂ ，即证明 ( )0 0v F v≤ ， ( )0 0w F w≤ 。因为 0v 为问题(1)的下解，由定义 4 知，

( ) ( ) ( )( )0 0 0,CD v t Av t f t v tα + ≤ ， t I∈ 。记上式的左端为 ( )y t ，则由线性方程解的表示，有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )

1
0 00 0

1
0 00 0

0

, d d

, d , d

.

α
α α

α
α α

−

−

= + − −

≤ + − −

=

∫ ∫

∫ ∫

a t

a t

v t S t g s v s s t s T t s y s s

S t g s v s s t s T t s f s v s s

F v t

 

故 ( )0 0v F v≤ ，同理可证明 ( )0 0w F w≤ 。 
最后证明 :F D D→ 是凝聚映射。因为 ( ),D C I X⊂ 为非空有界集，由引理 5，存在 

( ){ }0 ,nD x C I X n N D= ∈ ∈ ⊂ 为可列集，使得 

( ) ( )02D Dβ β≤ 。 

进而，由引理 4 及条件(P3)，有 

( )( )( )
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所以，由引理 4 可知， 

( )( ) ( )( )( )
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因此，由(3)式可知， ( )( ) ( )C CF D Dβ β< 。所以， :F D D→ 是凝聚映射。故由引理 6 可知，算子 F
在 [ ]0 0,v w 上存在最大不动点 x 和最小不动点 x 。易知 x ，x 分别为问题(1)在 [ ]0 0,v w 中的最大 mild 解和最

小 mild 解。证毕。 
定理 2. 设K为X中的正则锥， A− 生成X中的正C0-半群 ( )( )0T t t ≥ ，若问题(1)存在下解 0v 和上解 0w ，

使得 ( ) ( )( )0 0v t w t t I≤ ∈ ，函数 ( ),f t x ， ( ),g t x 满足条件(P1)，(P2)，则问题(1)在 [ ]0 0,v w 上存在最大 mild
解 x 及最小 mild 解 x ，且 

lim ,  limn nn n
x w x v

→∞ →∞
= = ， 

其中 ( ) ( )( )1n nv t Fv t−= ， ( ) ( )( )1n nw t Fw t−= ，满足 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 0 ,  n nv t v t v t w t w t w t t I≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  
。 

证明：设 F 为定理 1 中定义的算子，由于条件(P1)，(P2)，成立，则按照定理 1 的证明可知，F 为连

续的增算子，且有 ( )0 0v F v≤ ，( )0 0Fw w≤ 成立。作迭代 ( ) ( )( )1n nv t Fv t−= ， ( ) ( )( )1n nw t Fw t−= ，由于 F 是

增算子，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 0 ,  n nv t v t v t w t w t w t t I≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  
。 

故序列 ( ){ }nv t ， ( ){ }nw t 为 X 中的单调序列。按锥 K 的正则性可知， 

lim ,  limn nn n
x w x v

→∞ →∞
= = 。 

在 1n nv Fv −= ， 1n nw Fw −= ，两边取极限，注意到 F 的连续性可知， Fx x= ， F x x= 。证毕。 
注 4：当 0A ≡ 时， ( )T t I≡ 。问题(1)退化为 Banach 空间中的常微分方程，故本文的结论是带积分边

界条件的分数阶常微分方程的推广。 

4. 应用 

例 考虑如下带积分边界条件的分数阶偏微分方程 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

21
4

2

0

,
, sin , , ,

0

0, cos , d ,

ϕ

ψ

∂Ω

 ∂
− = ∈Ω ∈

∂
 =

 = ∈Ω ∫

C

a
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mild 解存在性，其中
1
4CD 是

1
4

α = 阶 Caputo 型分数阶导数， [ ]: 0,1I = ， ( )tϕ ， ( ) ( ),t C Iψ +∈ ℜ ， 

( )n n NΩ⊂ℜ ∈ 为边界 ∂Ω充分光滑的有界区域。 

定理 3. 若问题(4)存在下解 0v 和上解 0w ，则问题(4)在 [ ]0 0,v w 上存在最大 mild 解 x 及最小 mild 解 x 。 
证明：设 ( )2X L= Ω ， { }2 0K x X x= ∈ ≥ ，则 K 为 X 中的正规锥。作 X 中的算子 A： 

( )( ) ( ) ( ) { },  ,  0,  ,∂Ω′′ ′ ′′= − ∈ = ∈ = ∈Ax t x t t I D A x X x x x X ， 

按文献[13]， A− 生成 X 中的解析半群 ( )( )0T t t ≥ 。设 ( ) ( ),x t x t= ⋅ ， ( )( ) ( ) ( )( ), : sin ,f t x t t x t uϕ= ， 

( )( ) ( ) ( )( ), : cos ,g t x t t x t uψ= ，这样问题(4)可化为形如问题(1)的分数阶发展方程。由抛物型方程的极大值

原理易知， ( )( )0T t t ≥ 为正 C0-半群。下面验证非线性函数满足 Lipschitz 条件。对 t I∀ ∈ ， u∈Ω，y，
x X∈ ，满足 0 < − < πy x ，有 
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其中 ( )1 : sup
t I

R tϕ
∈

= 。故非线性函数 ( ),f t x 满足 Lipschitz 条件。类似地，可以验证存在 ( )2 : sup
t I

R tψ
∈

= 使得

( ),f t x 亦满足 Lipschitz 条件。从而，条件(P1)~(P3)成立，其中 

1 1 1 2 2 2
1 ,  ,  ,  1,  1
4

M L R M L R a Mα = = = = = = = ， 
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使得当 2 1
1
4

R R+ < 时，(3)式成立。由定理 1 可知，问题(4)在 [ ]0 0,v w 上存在最大 mild 解 x 及最小 mild 解 x 。
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