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摘  要 

本文引进和研究了一类投影方程组在希尔伯特空间中解的情况。我们首先利用Schauder不动点定理给出

了这个方程组解的几个存在性条件，进一步，我们利用了Banach压缩映像原理给出了这个方程解的唯一

存在的条件。 
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Abstract 
In this paper, we introduce and study the solution of a class of projection equations in Hilbert 
space. We first use Schauder’s fixed point theorem to provide several existence conditions for the 
solution of this system of equations. Furthermore, we use the Banach contraction mapping prin-
ciple to provide the condition for the unique existence of the solution of this equation. 
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1. 引言 

众所周知，投影方法在研究和解决在希尔伯特空间中涉及广义单调性的变分不等式中起到了重要作

用，在此空间中闭凸集上的变分不等式问题可以转化为一个等价的投影方程解的存在性问题(例如，可参

见[1]-[6])，因此对某些投影方程的研究有利于变分不等式理论研究和发展。 

2. 预备知识 

本文中，X 为一个具有内积 ,− − 和范数 . 的希尔伯特空间，并约定乘积空间 X X× 中的范数为和范

数。 
定义 1.1 (紧算子) X 和 Y 是两个赋范线性空间，算子 :F K X Y⊂ → 被称为紧算子，如果满足 
i) F 是连续的； 
ii) F 把 K 中的有界集映成 Y 中的预紧集(闭包为紧集)。 
定理 1.1 (Schauder 不动点定理)设 K 是 Banach 空间 X 上的有界凸闭集，如果 :F K K→ 是一个紧算

子，则存在 x K∈ 使得 ( )F x x= 。 
定义 1.2 (投影算子)设 X 是一实希尔伯特空间，K 为 X 上一非空闭凸集， x H∈ 是给定的一点，如果

存在 y K∈ 使得 

inf
z K

y x z x
∈

− = −  

那么称 y 是 x 在 K 上的投影，记为 Ky P x= 。 
定理 1.2 投影算子是单值的，连续的，并且是非扩张的。 
定义 1.3 X 为一实 Hilbert 空间，映射 :T X X X× → 。T 为关于第一变元 L 李普希兹连续的当且仅当 

( ) ( ), ,T x T y L x y− − − ≤ −  ,x y X∀ ∈ 其中 0L > 。 
定理 1.3 (Banach 压缩映象原理)设 ( ),X d 为非空的完备度量空间。设为 :T X X→ 为一个压缩映射，

也就是说，存在一个非负的实数 1q < ，使得对于 X 内所有的 x 和 y，都有 

( ) ( )( ) ( ), ,d T x T y qd x y≤  

那么映射 T 在 X 内有且只有一个不动点 x。 

3. 主要内容 

X 为一实 Hilbert 空间， 1K ， 2K 为 X 上的非空有界闭凸子集，映射 :g X X X× → 和映射 :h X X X× →

连续。映射 :T X X X× → 以及映射 :S X X X× → 也是连续的。 ( )1,2
iKP i = 为从 X 到 iK 的投影映射。考

虑如下投影方程组问题 

( ) ( )
( ) ( )

1

2

1

2

, ,

, ,
K

K

P g x y T x y x

P h x y S x y y

ρ

ρ

 − =   


− =   
                             (3.1) 

容易知道如果 ( ),x y 是该投影方程的解当且仅当 ( ),x y 为映射 1 2:A X X K K× → × 的不动点。其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 21 2, , , , , ,K KA x y P g x y T x y P h x y S x yρ ρ= − −        
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容易知道考虑投影方程组解的存在性问题(3.1)我们只用考虑映射 A 在 1 2K K× 上的限制映射 

1 2 1 2 1 2| :A K K K K K K× × → × 的不动点的存在性。 
可以看出方程组(3.1)包含了很多已知的非线性投影方程组，变分不等式组的情况。 
i) 如果 1 2K K K= = ， ( ) ( ), ,T x y S y x= ，并且令 ( ),g x y x= ， ( ),h x y y= 则投影方程组(3.1)变为 

( )
( )

1

2

,

,
K

K

P x S y x x

P y S x y y

ρ

ρ

 − =   


− =   
 

这个问题由 Chang，Joseph Lee 和 Chan [7]进行了研究。该问题等价于如下变分不等式组 

( )
( )

, , 0
,

, , 0

S y x z x
z K

S x y z y

 − ≥ ∀ ∈
− ≥  

ii) 如果 1 2K K K= = ，T S= 为单值映射，并且 g h= 为单值映射则投影方程组(3.1)变为 

( ) 1KP g x Tx xρ− =    

我们可以看出所研究的方程组(3.1)涵盖了很多特例。因此只要我们能得到一些关于方程组(3.1)的解

的存在性和唯一性条件，意味着众多投影方程，变分不等式问题能够得到较好的解决。 
定理 2.1 若 1 2,K K 为紧集，则投影方程组(3.1)有解。 
证明：考虑映射 A 在 1 2K K× 上的限制映射 1 2 1 2 1 2| :A K K K K K K× × → × 。 

1 1 2 1:A K K K× →  ( ) ( )
11 1, ,KA P g x y T x yρ = −   

由于
1

, , Kg T P 都为连续映射，故而 1A 为连续映射。同理我们定义 

2 1 2 2:A K K K× →  ( ) ( )
22 2, ,KA P h x y S x yρ = −   

2A 也为连续映射。于是我们知道 1 2|A K K× 为连续映射。 

1K 和 2K 为紧集，则有 1 2K K× 为紧集，对于 1 2K K× 上的任意有界集合U V× ，此时 ( )1 2|A K K U V× ×

为紧集 1 2K K× 的闭子集，故而为紧集。故而 1 2|A K K× 为紧算子。 
由定理 1.1 知映射 1 2|A K K× 不动点存在。故而该投影方程组有解。 
推论 2.1 若 X 为有限维的 Hilbert 空间，则投影方程组(3.1)有解。 
证明： 1 2,K K 为有界闭集，故而此时为紧集，由定理 2.1 可知投影方程组(3.1)有解。 
定理 2.2 若 1g Tρ− 和 2h Sρ− 都为紧算子，则投影方程(3.1)有解。 
证明： 1g Tρ− 为紧算子，则对于 1 2K K× 上的任意有界集合U V× ， ( )( )1g T U Vρ− × 为紧集，而 

[ ]( )( ) ( )( )
1 11 1K KP g T U V P g T U Vρ ρ − × ⊂ − ×   

因为
1KP 连续，故而会把闭集映为闭集，所以有 

[ ]( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1 11 1 1K K KP g T U V P g T U V P g T U Vρ ρ ρ   − × ⊂ − × = − ×     

而 ( )( ) ( )( )
1 1 1 1KP g T U V g T U V Kρ ρ − × = − ×  ∩ ，其中 ( )( )1 1g T U V Kρ− × ∩ 为紧集 ( )( )1g T U Vρ− ×

的闭子集，故而为紧集。同时 [ ]( )( )
1 1KP g T U Vρ− × 为紧集 ( )( )1 1g T U V Kρ− × ∩ 的闭子集合，故而 ( )1A U V×

为紧集。同理可知 ( )2A U V× 也为紧集。我们容易知道 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2,| ,A K K U V A U V A U V A U V A U V× × = × × ⊂ × ×  

而由 ( )1A U V× 和 ( )2A U V× 都为紧集可以知道 ( ) ( )( )1 2,A U V A U V× × 也为紧集，同样由紧集的闭子集
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为紧集可以得到 ( )1 2|A K K U V× × 为紧集。故而 1 2|A K K× 为紧算子。由定理 1.1 可知映射 1 2|A K K× 不动

点存在。故投影方程组(3.1)有解。 
定理 2.3 若 g 为关于第一变元 1L 李普希兹连续且关于第二变元 2L 李普希兹连续的。h 为关于第一变元

3L 李普希兹连续且关于第二变元 4L 李普希兹连续的。T 为关于第一变元 1l 李普希兹连续且关于第二变元 2l
李普希兹连续的。S 为关于第一变元 3l 李普希兹连续且关于第二变元 4l 李普希兹连续的。且满足 

{ }1 3 1 1 2 3 4 2 4 2 1 2max , 1M L L l l L l L lρ ρ ρ ρ= + + + + + + <  

那么投影方程组(3.1)有解，且解唯一。 
证明： 1 2 1 2, , ,x x y y X∀ ∈ 都有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 11 1 1 1 1 2 2 1 2 2

1 1 2 2 1 2 2 1 1 1

1 1 2 2 1 2 2 1 1 1

, , , ,

, , , ,

, , , ,

K KP g x y T x y P g x y T x y

g x y g x y T x y T x y

g x y g x y T x y T x y

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

   − − −   

≤ − + −

≤ − + −

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 2 1 2 2 2

1 2 2 1 1 2 1 1 2 1 1 1

2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 2 2 1 2 1 2

, , , ,

, , , ,

g x y g x y g x y g x y

T x y T x y T x y T x y

L y y L x x l x x l y y

L l x x L l y y

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

≤ − + −

+ − + −

≤ − + − + − + −

= + − + + −

 

同理可得 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 21 1 2 1 1 2 2 2 2 2

3 2 3 1 2 4 2 4 1 2

, , , ,K KP h x y S x y P h x y S x y

L l x x L l y y

ρ ρ

ρ ρ

   − − −   
≤ + − + + −

 

于是有 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

2 2

1 1 2 2

1 1 1 1 1 2 2 1 2 2

1 1 2 1 1 2 2 2 2 2

1 3 1 1 2 3 1 2 4 2 4 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 1 2 2

, ,

, , , ,

, , , ,

, ,

K K

K K

A x y A x y

P g x y T x y P g x y T x y

P h x y S x y P h x y S x y

L L l l x x L l L l y y

M x x y y M x y x y

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

−

   = − − −   

   + − − −   
≤ + + + − + + + + −

≤ − + − = −

 

由 Banach 压缩映像原理可知，投影方程(3.1)解存在且唯一。 
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