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摘  要 

在本文中提出一种惯性对称交替方向乘子法求解两分块凸极小化优化问题，文章中证明了所提算法收敛

到原问题的最优解，最后通过数据分析，验证所提算法的有效性和优越性。 
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Abstract 
In this paper, an inertial symmetric alternating direction multiplier method is proposed to solve 
the two-partite convex miniaturization optimization problem, in which it is proved that the pro-
posed algorithm converges to the optimal solution of the original problem, and finally, the effec-
tiveness and superiority of the proposed algorithm is verified through the data analysis. 
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1. 引言 

在本文中主要考虑以下复合优化问题： 

( ) ( ){ }min

s.t.

f x g y

Ax By b

+

+ =
                                  (1) 

其中 ( ]: ,f F → −∞ +∞ 和 ( ]: ,g G → −∞ +∞ 是正则下半连续凸函数， :A F H→ 和 :B G H→ 是非零有界线

性算子， , ,F G H 是实 Hilbert 空间， b H∈ 。 
交替方向乘子法(ADMM)是求解问题(1)的一种常用算法，ADMM最早是由Gabay [1]、Glowinski [2]

提出，ADMM 算法的迭代步骤为 

( )

( )

( )
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21 1 1

1 1 1

arg min ,
2

arg min ,
2

k k k k

x

k k k k

y

k k k k

x f x Ax By b Ax By b

y g y Ax By b Ax By b

Ax By b

βλ

βλ

λ λ β

+

+ + +

+ + +

 
 
 


= + + − + + −


   = + + − + + −   


= − + −

               (2) 

Lorenz [3]提出了向前向后分裂算法，随后在文献[4] [5] [6]的基础上结合 Nesterov 加速方法对算法进

行改进，求解两分块问题的方法还有惯性 Douglas-Rachford 算子分裂算法[7]、惯性 ADMM [8]、惯性三

算子分裂算法[9]等算法。Chen [10]等人通过结合邻近 ADMM [11]算法提出求解带有线性约束可分离凸优

化问题的惯性邻近 ADMM 算法，并证明了算法的收敛性，薛中会等人[12]对可分离凸优化问题采用惯性

技术，同时引入随机加速的随即变量更新步长，提出了惯性近似松弛交替方向乘子法。 
Tseng [13]中提出了交替极小化算法(AMA)，迭代步骤如下 

( ){ }
( )

( )

1
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1 1 1
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arg min ,
2
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y

k k k k
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 
 
 

 = −

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 = − + + −

 = − + −

                    (3) 

为了加速(3)，Goldstein 在 FISTA 的基础上求解(1)的对偶问题，得到加速 AMA，迭代步骤如下 

( ){ }
( )

( )

( )

1

21 1

1 1 1

2

1

1 1

1

arg min ,

arg min ,
2

1 1 4
2

1

k k

x

k k k

y

k k k k

k
k

k k k kk

k

x f x Ax

y g y By Ax By b

Ax By b

λ

βλ

λ λ β

α
α

α
λ λ λ λ

α

+

+ +

+ + +

+

+ −

+

= −

= − + + −

= − + −

+ +
=



      



−
=








+ −









                   (4) 
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其中 Chambolle [14]证明了迭代序列{ }kλ 的收敛性。吴双双在[15]中提出了一种惯性的交替极小化算法用

来解决问题(1)算法迭代步骤如下 

( )
( ){ }
( )

( )

1

1

21 1

1 1 1

arg min ,

arg min ,
2

k k k k
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λ

βλ
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+

+ +

+ + +

 = + −

 = −

   = − + + − 
  


= − + −









                   (5) 

其中{ } 2
20,
A
σβ

 
 ⊆
 
 

。 

问题(1)的特例有许多，例如财务和统计问题[16]，资源分配问题[17]，闭凸集交集上的投影问题[18] 
[19]，具有约束的全变分图像去噪问题[20] [21] [22]等。下面介绍一下具有约束的全变分图像去噪问题： 

21min
2

s.t.

TVx
x u x

x C

λ− +

∈
                                (6) 

(6)式是有约束的，通过加入示性函数 ( )C xζ ，由于 ( )TVx Lxϕ= ，(6)可以表示为 

( )21min
2 CTVx

x u x xλ ζ− + +                              (7) 

设 ( ) ( )21
2 Cf x x u xζ= − + ， y Lx= ，因此(7)可以表示为 

( ) ( )
,

min

s.t.
x y

f x y

y Lx

λϕ+

=
                                  (8) 

上述问题没有引入对称步，因此本文考虑，在吴[5]的基础上，引入一步对称步骤求解问题(1)，本文

证明所提算法的收敛到问题(1)的最优解，通过数据分析，与已有的 ADMM 算法比较，验证新算法的有

效性和优越性。 
下面给出文章中会用到的一些符号，如表 1 所示。 
 

Table 1. Symbol cross-reference 
表 1. 符号对照表 

符号 符号名称 

,⋅ ⋅  实希尔伯特空间中的内积 

⋅  元素的范数 

argmin 最小值点 

∈  属于 
nR  n 维欧氏空间 

2. 预备知识 

定义 1. 给定一个正常凸函数 :f H R→ ，它在点 x 处的次微分定义为： 
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( ) ( ) ( ){ },: ,f x g H f y f x yg y Hx−∂ = ∈ ≥ + ∀ ∈  

其中 ( )f x∂ 里的元素称为函数 f 在点 x 处的次梯度，如果 ( )f x∂ ≠ ∅，称函数 f 在点 x 处是可微的。 
定义 2. 设凸函数 ( ]: ,f ε → −∞ +∞ ，定义 f 在点 y ε∈ 的 Fenchel 共轭函数： 

( ) ( ){ } ( ){ }* : sup , inf ,
xx

f y x y f x f x x y= − = − − , y ε∀ ∈  

可知共轭函数 ( )*f y 是闭凸函数。 
定义 3. 对任意 y ε∈ ，令 ( ]: ,f ε → −∞ +∞ 是闭凸函数，若满足 

( ) ( ) *,f y f x x y x≥ + −  

则称 *x 为 f 在点 x ε∈ 处的次梯度，f 在 x 处次梯度的全体称为 f 在 x 处的次微分，记为 ( )f x∂ 。 

3. 惯性对称 ADMM 算法收敛性分析 

在本节中，给出具体求解问题(1)的新算法，具体格式如下： 
 

算法 1. 惯性对称 ADMM 算法 

设 2

20,
A
σβ

 
 ⊆
 
 

， ( )0,1kα ⊆  

当 0,1, 2, ,k =   
1) ( )1k k k k

ky y y yα −= + −  

2) ( )1k k k k
kλ λ α λ λ −= + −  

3) ( ){ }1 arg min ,k kx f x Axλ+ = −   

4) ( )
1

12
k k k kAx By bλ λ β
+ += + + −

  

5) ( )
1

21 12arg min ,
2

kk ky g y By Ax By bβλ
++ +  

 
 

= − + +


−  

6) ( )
1

1 1 12
kk k kAx By bλ λ β
++ + += − + −  

当满足一定条件时，停止迭代 

 
定理 1 假设拉格朗日函数的鞍点是非空的，且{ }kx ，{ }ky ，{ }kλ 是由算法 1 生成的序列，如果 β 满

足下列条件，存在 0γ > ，使得 2
2,
A
σβ γ γ

 
 ∈ −
 
 

， 1α < ， [ ]0,kα α∈ 是非递减序列且满足 

21

0

k k
k

k
α λ λ

+∞
−

=

− < +∞∑  

则存在拉格朗日函数的一组鞍点 ( )* * *, ,x y λ ，使得 
① 1 *kx x+ →  
② 1 *ky y+ →  
③ 1 *kλ λ+ →  
④ ( ) ( ) ( ) ( )1 1 * *lim k k

k
f x g y f x g y+ +

→+∞
+ = +  
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证明 
问题(1)的拉格朗日函数为 

( ) ( ) ( ) ( )T, ,L x y f x g y Ax By bλ λ= + − + −                         (9) 

其中 lRλ∈ 是拉格朗日乘子。 
问题(1)的增广拉格朗日函数为 

( ) ( ) ( ) ( ) 2T, ,
2

L x y f x g y Ax By b Ax By bβλ λ= + − + − + + −                (10) 

问题(1)的对偶问题为 

( ) ( ) ( )* * * *max ,q f A g B b
λ

λ λ λ λ= − − +                          (11) 

其中 * *,f g 分别是 f 和 g 的 Fenchel 共轭。 
应用惯性邻近梯度算法求解(4) 

( )
( )( )

1

1 * *

k k k k
k

k k k
hprox A f Aβ

λ λ α λ λ

λ λ β λ

−

+

 = + −


= − ∇



 

                           (12) 

其中， ( ) ( )* * ,h g B bλ λ λ= −  
设 ( )1 * *k kx f A λ+ = ∇  ，则有 

( )
( )

* 1

1 *0

k k

k k

A f x

f x A

λ

λ

+

+

∈∂

∈∂ −





 

等价于 

( ){ }1 arg min ,k k

x
x f x Axλ+ = −                               (13) 

将 ( ) ( )* * ,h g B bλ λ λ= − 代入(12)且有邻近算子定义可得 

( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )

( ) ( )

1 * *

2
* *

2* * * *

2* * * *

1arg min
2

1arg min ,
2

1arg min ,
2

k k k
h

k k

k k

k k

prox A f A

h A f A

g B b A f A

g B b A f A

β

λ

λ

λ

λ λ β λ

β λ λ λ β λ

β λ λ λ λ β λ

β λ β λ λ λ β λ

+ = − ∇

 = + − − ∇ 
 

 = − + − + ∇ 
 

= − + −


∇ 
 


+

 

 

 

 

              (14) 

又 ( )1 * *k kx f A λ+ = ∇  ，所以(14)可以化为 

( ) ( )

( )

2* * * *

2* * 1

1arg min ,
2

1arg min ,
2

k k

k k

g B b A f A

g B b Ax

λ

λ

β λ β λ λ λ β λ

β λ β λ λ λ β +

 
 − + − + ∇

 = − + − + 


 



 



                 (15) 
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上述一阶优化条件可得 

( ) ( )* * 1 1 10 k k k kg B b Axβ λ β λ λ β+ + +∈ ∂ − + − +                        (16) 

设 ( )1 * * 1k ky g Bβ λ+ +∈ ∂ ，可以得到 

( )1 * 10 k kg y B λ+ +∈∂ −                                  (17) 

对(17)进行变形可以得到 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 * 1 * 1 1 * 1 1

1 * 1 1 1 * 1 1

0

0

k k k k k k

k k k k k k

g y B B Ax By b B Ax By b

g y B Ax By b B Ax By b

λ β β

λ β β

+ + + + + +

+ + + + + +

∈∂ − − + − + + −

∈∂ − + + − + + −
             (18) 

由算法第 6 步可以得到(17)等价于 

( ) ( )
1

1 * * 1 120
kk k kg y B B Ax By bλ β
++ + +∈∂ − + + −                       (19) 

因此 

( )
1

21 12arg min ,
2

kk k

y
y g y By Ax By bβλ

++ +
  = − + + − 
  

                  (20) 

这是新算法的第 5 步。 
新算法的第 3 步和第 5 步由一阶优化条件可以得到 

( )* 1k kA f xλ +∈∂                                   (21) 

( ) ( )
1

* * 1 1 12
k k k kB B Ax By b g yλ β
+ + + +− + − ∈∂                        (22) 

由 f 和 g 单调有 

( ) 21 * * * 1 *,k k kx x A x xλ λ σ+ +− − −≥                          (23) 

( )
1

1 * * * * 1 12, 0
kk k ky y B B Ax By bλ λ β
++ + + 

− − − + − 
 

≥                   (24) 

现在将(12)和(13)两式相加可以得到 

( ) ( )
1

21 * * * 1 * * * * 1 1 1 *2, ,
kk k k k k kx x A y y B B Ax By b x xλ λ λ λ β σ
++ + + + + 

− − + − − − + − ≥ −  
 

     (25) 

整理可得 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
21 * * * 1 * * * * 1 1 1 *2

1
2* 1 * * 1 * 1 1 1 * 1 *2

, ,

, , ,

kk k k k k k

kk k k k k k k

x x A y y B B Ax By b x x

A x x B y y Ax By b B y y x x

λ λ λ λ β σ

λ λ λ λ β σ

++ + + + +

++ + + + + +

 
− − + − − − + − ≥ −  

 

− − + − − − + − − ≥ −





 (26) 

由算法第 4 步、算法第 6 步和 * *Ax By b+ = 可以得到 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
* 1 * * 1 *2

1 1
1 * 1 * * 1 *2 2

1 1
* 1 1 * * 1 *2 2

1
* 1 * 1 * 1 * 12

1
* 12

, ,

, ,

, ,

, ,

,

kk k k

k kk k k k

k kk k k k

k k k k k k

k k

A x x B y y

Ax By b A x x B y y

Ax By b A x x B y y

A x x B y y A x x Ax By b

Ax B

λ λ λ λ

λ β λ λ λ

λ λ β λ λ

λ λ β

λ λ

++ +

+ ++ + +

+ ++ + +

+ + + + +

+ +

− − + − −

= − + − − − + − −

= − − + − − + − −

= − − + − − − + −

= − +









( ) ( )

( ) ( )

1 1 * 1

1 1
* 1 1 * 12 2

,

1 , ,

k k k k

k k k k k k

y b A x x Ax By b

A x x Ax By b

β

λ λ λ λ β
β

+ + +

+ + + + +

− − − + −

= − − − − + −





         (27) 

将(26)代入(25)可以得到 

( ) ( )

( ) ( )

1 1
* 1 1 * 12 2

21 1 1 * 1 *

1 , ,

,

k k k k k k

k k k k

A x x Ax By b

Ax By b B y y x x

λ λ λ λ β
β

β σ

+ + + + +

+ + + +

− − − − + −

− + − − ≥ −



                (28) 

根据余弦等式，可以将(27)化简为 

( ) ( )

( ) ( )

1 1
* 1 1 * 12 2

21 1 1 * 1 *

1 , ,

,

k k k k k k

k k k k

A x x Ax By b

Ax By b B y y x x

λ λ λ λ β
β

β σ

+ + + + +

+ + + +

− − − − + −

− + − − ≥ −



                (29) 

现在分开算(28)左边第一项等于 
1 1 1 1

* 1 * 12 2 2 2

2 21 1
2* 1 * 12 2

1 1, ,

1
2

k k k kk k

k kk k

λ λ λ λ λ λ λ λ
β β

λ λ λ λ λ λ
β

+ + + ++ +

+ ++ +

− − = − − −

 
 = − − − − − −
 
 

          (30) 

左边第二项等于 

( ) ( ) ( )

( )
1 * 1 1 * 1

2 2 2* 1 * 1

, ,

2

k k k k k k

k k k k

A x x Ax By b Ax Ax b By Ax

Ax By b Ax Ax Ax By b

β β

β

+ + + +

+ +

− − + − = − − −

= + − − − − + −

 

 

    (31) 

左边第三项等于 

( ) ( ) ( )

( )
1 1 1 * 1 1 * 1

2 2 21 * 1 1 1 *

, ,

2

k k k k k k

k k k k

Ax By b B y y By b Ax By By

b Ax By Ax By b By By

β β

β

+ + + + + +

+ + + +

− + − − = − − −

= − − − + − − −
  (32) 

将(29) (30) (31)相加并代入(28)可以得到 
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( )
( )

2 21 1
2* 1 * 12 2

2 2 2* 1 * 1

2 2 2 21 * 1 1 1 * 1 *

1
2

2

2

k kk k

k k k k

k k k k k

Ax By b Ax Ax Ax By b

b Ax By Ax By b By By x x

λ λ λ λ λ λ
β

β

β σ

+ ++ +

+ +

+ + + + +

 
 − − − − − −
 
 

+ + − − − − + −

+ − − − + − − − ≥ −

            (33) 

继续化简(32) 

( )

2 21 1
2 2* 1 * 1 1 *2 2

2 2 2 2* 1 1 1 1 * 1 *

1
2 2

2

k kk k k

k k k k k

Ax Ax

Ax Ax Ax By b By By x x

βλ λ λ λ λ λ
β

β σ

+ ++ + +

+ + + + +

 
 − − − − − − − −
 
 

+ − − + − − − ≥ −

            (34) 

( )

2 21 1
2 2* 1 * 1 2 1 *2 2

2 2 2 22 * 1 1 1 1 * 1 *

2 21 1
2 2* 1 * 1 2 1 *2 2

2 2 22 * 1 2 1 1 2 1 * 1

2

2

k kk k k

k k k k k

k kk k k

k k k k k

Ax Ax

Ax Ax Ax By b By By x x

Ax Ax

Ax Ax Ax By b By By x x

λ λ λ λ λ λ β

β βσ

λ λ λ λ λ λ β

β β β βσ

+ ++ + +

+ + + + +

+ ++ + +

+ + + + +

 
 − − − − − − − −
 
 

+ − − + − − − ≥ −

− − + − + − − −

+ − − + − − − ≥ −
2*

 

2 21 1
2 2* 1 2 1 * 2 * 12 2

2 2 2 22 1 1 2 1 * 1 * * 1

2 21 1
2 2 2* 1 * 1 2 1 * 2 * 12 2

2 2 22 1 1 2 1 * 1 *

2

2

k k k k k

k k k k k

k kk k k k

k k k k

Ax Ax Ax Ax

Ax By b By By x x

Ax Ax Ax Ax

Ax By b By By x x

λ λ λ λ β β

β β βσ λ λ

λ λ λ λ λ λ β β

β β βσ

+ + + + +

+ + + + +

+ ++ + + +

+ + + +

− + − − − + −

− + − − − − − ≥ −

− ≤ − + − − − + −

− + − − − − −

        (35) 

( )
221 1 1

2* 1 * 1 12 2 2

2 2 22 22 1 * 2 * 1 2 1 1

2 22 1 * 1 *

21
2 2 22* 1 * 2 1 1 2 1 *2

2 222 * 1 2 1 1

2

k k kk k k

k k k k

k k

kk k k k

k k k

Ax By b

A x x A x x Ax By b

By By x x

Ax By b A x x

A x x Ax By b

λ λ λ λ λ λ β

β β β

β βσ

λ λ λ λ β β

β β

+ + ++ + +

+ + + +

+ +

++ + + +

+ + +

 
− − + − − + −  

 

− − + − − + −

− − − −

− − + + − − −

+ +

≤

− −

≤

−
22 1 *

21 *2

k

k

By By

x x

β

βσ

+

+

− −

− −

        (36) 
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因此可以得到 

( )

21
2 2 2* 1 * 1 * 2 1 *2

2 2 21 * 1 * 2 1 *

2 2* 2 1 * 1

2 21 * 2 1 *

2

2

2 ,

2

kk k k

k k k k k

k k k k k k

k k

x x By By

Ax By b x x By By

Ax By b Ax By b

x x By By

λ λ λ λ βσ β

λ β λ βσ β

λ λ β β λ λ

βσ β

++ + +

+ + +

+ +

+ +

− − − − − −

= + + − − − − − −

= − + + − + − + −

− − −

≤

−





 

 

         (37) 

根据算法第二步可以得到 

( )

2 2 2 2* 2 1 * 1 1 * 2 1 *

2 21 * 2 1

2 2* 1 1 * 2 1 *

2 2* 2 1 * 1 2 1

2 , 2

2 , 2

2 ,

k k k k k k k k

k k k k k
k

k k k k k

k k k k k k k k
k k

Ax By b Ax By b x x By By

Ax By b

Ax By b x x By By

Ax By

λ λ β β λ λ βσ β

λ α λ λ λ β

β λ λ βσ β

λ λ α λ λ α λ λ λ λ β

+ + + +

− +

+ + +

− − +

− + + − + − + − − − − −

= + − − + + −

+ − + − − − − −

= − + − + − − + + −

 

 









2

2 2* 1 1 * 2 1 *2 , 2k k k k k

b

Ax By b x x By Byβ λ λ βσ β+ + ++ − + − − − − −



 

( )

2 2 2* 2 1 * 1 2 1

2 2* 1 1 * 2 1 *

2 2 2 2 2 2* 2 1 * 1 * 1 2 1

2* 1 1 * 2

2 ,

2 , 2

2 , 2

k k k k k k k k
k k

k k k k k

k k k k k k k k k
k

k k k k k

Ax By b

Ax By b x x By By

Ax By b

Ax By b x x By

λ λ α λ λ α λ λ λ λ β

β λ λ βσ β

λ λ α λ λ λ λ λ λ λ λ β

β λ λ βσ β

− − +

+ + +

− − − +

+ + +

= − + − − − − + + −

+ − + − − − − −

= − + − − − − − − − + + −

+ − + − − − −













21 *

2 2 2 2 2 2* 2 1 * 1 * 1 2 1

1
2 2* 1 * 2 1 *22 , 2

k k k k k k k k k
k

kk k k k

By

Ax By b

x x By By

λ λ α λ λ λ λ λ λ λ λ β

λ λ λ λ βσ β

− − − +

+ + +

−

= − + − − − + − + − + + −

+ − − − − − −



 

       (38) 

( )( )
( )

22 1

2 22 1 * * 2 1 * *

2 22 1 * 2 * 2 1 * *

222 1 * 2 1 * 2 1 * *

222 1 * 2 * 1 2

,

,

k k

k k k k

k k k k

k k k k k k
k

k k k k
k

Ax By b

Ax By Ax By Ax Ax By By

Ax Ax By By Ax Ax By By

Ax Ax B y y y By Ax Ax By By

Ax Ax By By B y y Ax

β

β β

β β β

β β α β

β β α β

+

+ +

+ +

+ − +

+ −

+ −

= + − − = − + −

= − + − + − −

= − + + − − + − −

= − + − + − +



 

 



1 * *,k kAx By By+ − −

 

2 2 22 1 * 2 * 2 2 1

* 1 2 1 * *

2 2 2 22 1 * 2 * 2 2 1 * 1

2 2* 1 2 1 * *

2 , ,

,

k k k k
k

k k k k k
k

k k k k k
k k

k k k k k
k k

Ax Ax By By By By

By By By By Ax Ax By By

Ax Ax By By By By By By

By By By By Ax Ax By By

β β β α

α β

β β β α α

α α β

+ −

− +

+ − −

− +

= − + − + −

− − − + − −

= − + − + − − −

+ − + − + − −





             (39) 

将(38)代入(37) 

https://doi.org/10.12677/pm.2024.141022


田明珠 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.141022 212 理论数学 
 

2 2 2 2 2* 2 1 * 1 * 1

2 2 2 22 1 * 2 * 2 2 1 * 1

2 2* 1 2 1 * *

2 2* 1 2 1 * *

,

,

k k k k k k k
k

k k k k k
k k

k k k k k
k k

k k k k k
k k

Ax Ax By By By By By By

By By By By Ax Ax By By

By By By By Ax Ax By By

λ λ α λ λ λ λ λ λ λ λ

β β β α α

α α β

α α β

− − −

+ − −

− +

− +

− + − − − + − + −

+ − + − + − − −

+ − + − + − −

+ − + − + − −





 

2 2 2 2 2* 2 1 * 1 * 1

2 2 2 22 1 * 2 * 2 2 1 * 1

2 2* 1 2 1 * *

2 21 12 2 2* * 1 * 2 1 *2 2

,

2

k k k k k k k
k

k k k k k
k k

k k k k k
k k

k kk k k k

Ax Ax By By By By By By

By By By By Ax Ax By By

x x By By

λ λ α λ λ λ λ λ λ λ λ

β β β α α

α α β

λ λ λ λ λ λ βσ β

− − −

+ − −

− +

+ + + +

= − + − − − + − + −

+ − + − + − − −

+ − + − + − −

+ − − − − − − − − −



 

 

( ) ( )

2 2 2 2 2* 2 1 * 1 * 1

2 2 2 22 1 * 2 * 2 2 1 * 1

2 2* 1 2 1 * *

2 21 12* 1 * 12 2

1 *

,

2

k k k k k k k
k

k k k k k
k k

k k k k k
k k

k kk k k k k k
k k

k

Ax Ax By By By By By By

By By By By Ax Ax By By

x x

λ λ α λ λ λ λ λ λ λ λ

β β β α α

α α β

λ λ λ α λ λ λ λ α λ λ λ

βσ

− − −

+ − −

− +

+ +− −

+

= − + − − − + − + −

+ − + − + − − −

+ − + − + − −

+ − − + − − − + − −

− −



2 22 1 *kBy Byβ +− −

 

( ) ( )

2 2 2 2 2* 2 1 * 1 * 1

2 2 2 22 1 * 2 * 2 2 1 * 1

2 2* 1 2 1 * *

2 21 12* 1 * 12 2

1 *

,

2

k k k k k k k
k

k k k k k
k k

k k k k k
k k

k kk k k k k k
k k

k

Ax Ax By By By By By By

By By By By Ax Ax By By

x x

λ λ α λ λ λ λ λ λ λ λ

β β β α α

α α β

λ λ λ α λ λ λ λ α λ λ λ

βσ

− − −

+ − −

− +

+ +− −

+

= − + − − − + − + −

+ − + − + − − −

+ − + − + − −

+ − − + − − − + − −

− −



2 22 1 *kBy Byβ +− −

         (40) 

因此(36)等价于 
2 2 2 2 2 2 2* 1 * 2 1 * 1 * 1 2 1 *

2 2 2 22 * 2 2 1 * 1 *

21
2 21 2 1 * * * *2

2 2 22 1 1 *

,

k k k k k k k k k
k

k k k k k
k k k

kk k k k k
k

k k k k k
k k k

Ax Ax

By By By By By By By By

By By Ax Ax By By

λ λ λ λ α λ λ λ λ λ λ λ λ β

β β α α α

α β λ λ λ λ

α λ λ α λ λ α λ λ

+ − − − +

− −

+− +

− −

− − + − − − + − + − + −

+ − + − − − + −

+ − + − − + − − −

− − + − − −

≤

−



21
21 2

2 21 1
2 22 1 1 12 2

2 21 * 2 1 *2

kk k k
k

k kk k k k k k
k k k k

k kx x By By

α λ λ λ λ

α λ λ α λ λ α λ λ α λ λ

βσ β

+−

+ +− − −

+ +

− − −

− − + − − − − −

− − − −

   (41) 
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21
2 2 2 2 2 2* 1 * * 1 1 * * 2 12

21
2 2 21 2 1 * 2 *2

2 2 2 22 2 1 * 1 * 1

2 21 * 2 1 * 2 1 *2 ,

kk k k k k k k k
k k

kk k k k k
k

k k k k k k
k k k k

k k k

Ax Ax By By

By By By By By By By By

x x By By Ax Ax

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ α λ λ α λ λ

α λ λ λ λ β β

β α α α α

βσ β β

++ − − −

+− +

− − −

+ + +

− − − − + − + − − − − −

− − − − + − + −

+ − − − + − + −

− − − − + −

≤

*kBy By−

   (42) 

由 * *Ax By b+ = 以及算法的第 1 步可以得到 

( ) ( )

( )

( )

( )

2 1 * * 2 1 * * 2 * 1 *

2 22 21 * 1 *

2 2 222 21 * 1 *

2 2 22 2* 1 * 1 *

, , ,

2

2 2 2

2 2 2

k k k k k k

k k k k

k k k k

k k k

Ax Ax By By Ax b Bx By By Bx b Ax By By

b Ax By Bx b Ax Bx By

b Ax By Bx b Ax Bx By

Ax Ax By By Ax Ax B

β β β

β

β β β

β β β

+ + +

+ +

+ +

+ +

− − = − − − = − − −

 = − − − − − − − 
 

= − − − − − − −

= − − − − − −

  

 

 



2*

2 * 1 *,

k

k k

x By

Ax Ax By Byβ +

−

= − − −





  (43) 

所以(41)可以化为 

( )

( )

( ) ( )

2 2 2 2 21 * * 2 1 * * 1

2 21 1
2 22* 2 1 * 2 1 *2 2

2 2 22 * * 1 2 2 1

1

2

k k k k k k
k k k

k kk k k

k k k k
k k k k

A x x By By

By By By By By By

λ λ λ λ α α λ λ α λ λ λ λ

λ λ λ λ β βσ β

β α α β α α

+ − −

+ + + +

− −

− − + − − − − − + −

+ − − − + − − − −

+ + − − − + + −

≤

     (44) 

由算法的第 4 步和第 6 步可得 

( ) ( )

( )

2 21 1
* 2 2

2 2* 1 1 1 1 1 1

1
2 2* 1 1 * 12

2 2* 1 1 * 1 1

2

2

,

£,

k kk

k k k k k k k

kk k k k k

k k k k k k k k

Ax By b Ax By b

Ax By b

λ λ λ λ

λ λ β λ λ β

λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ β λ

+ +

+ + + + + +

++ + +

+ + + +

− − −

= − − + − − − − + −

= − − − + − −

= − − − + − + + − −



 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2* 1 1 * 1 1 1

2 2* 1 1 * 1 1 1

22 2 2* 1 1 * * 1 1 1

1 1

2 ,

,2

k k k k k k k k k k
k

k k k k k k k k k k
k

k k k k k k k k k
k

k k k k k
k

Ax By b

Ax By b

Ax By b

Ax

λ λ λ λ λ λ λ α λ λ λ β

λ λ λ λ λ λ λ α λ λ β λ

λ λ λ λ λ λ λ λ α λ λ β

λ λ α λ λ β

+ + − + +

+ + + − +

+ + + − +

+ − +

= − − − + − + − − + + −

 = − − − − − − − − + − − 

= − − − − − + − + − + + −

− − + − +







( ) 21 kBy b+ −

 

2 2 2* 1 1 * * 1 1 *

2 2 2 2 2* 1 1 * 1 * 1

2* 1 *

2 2 , 2 ,

2 2

2 ,

k k k k k k k k k k
k

k k k k k k k
k k

k k k k
k

Ax By b

Ax By b

λ λ λ λ λ λ α λ λ λ λ β λ λ

λ λ λ λ λ λ α λ λ α λ λ

α λ λ β λ λ

+ + − +

+ + − −

+

= − − − − − + − − + + − −

= − − − − − + − − −

− − + + − −





 (45) 
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代入(1.33)可得 

( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2 2 21 * 2 1 * * 1

2 2 221 2 1 * 2 1 *

2 2 22 * * 1 2 2 1

1 2 2 1

2 2

k k k k k
k k k k

k k k k

k k k k
k k k k

A x x By By

By By By By By By

λ λ α α λ λ α λ λ α λ λ

λ λ β βσ β

β α α β α α

+ − −

+ + +

− −

− − − − − − + + −

− − + − − − −

+ + − − − + + −

≤

       (46) 

由于 2
20,
A
σβ

 
 ∈
 
 

 

所以(45)可以化为 

( ) ( )
2 2 2 21 * 2 1 * * 11 2 2 1k k k k k

k k k kλ λ α α λ λ α λ λ α λ λ+ − −− ≤ − − − − − + + −            (47) 

设
2*k kP λ λ= − ，所以(46)可以化为 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

21 2 1 1

21 1 2 1

21 1 1 2 1

2 21 1 1 2 1 1

1 2 2 1

2 1 1 2

1 2

1 2

k k k k k
k k k k

k k k k k
k k k k

k k k k k k k
k k k k k

k k k k k k k k k
k k k k

P P P

P P P

P P P P P

P P P P P

α α λ λ α α

α α α α λ λ

α α α α α λ λ

α α α α λ λ λ λ

+ − −

+ − −

+ − − −

+ − − − −

≤ − − − − + +

+ − + ≤ − − −

+ + − − − − −

− + + − ≤ − − ≤ −

≤

−

           (48) 

对(45)进行整理可得 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 222 1 * 2 1 *

2 2 2 22 1 * * 1 1

2 2 2 21 * 2 * * 1 2 2 1

2

1 2 2 1 2

k k

k k k k k k
k k k k

k k k k k
k k k k

A x x By By

By By By By By By

β βσ β

α α λ λ α λ λ α λ λ λ λ

λ λ β α α β α α

+ +

− − +

+ − −

− − − + −

− − − − − + + − − −

− − + + − − − + + −

≤       (49) 

对(48)两边同时求和 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 222 1 * 2 1 *

0 0

2 2 2 22 1 * * 1 1 *

0

2 2 22 * * 1 2 2 1

0 0 0

2

1 2 2 1

N N
k k

k k
N

k k N N N
k k k k

k
N N N

k k k k
k k k k

k k k

A x x By By

By By By By By By

βσ β β

α α λ λ α λ λ α λ λ λ λ

β α α β α α

+ +

= =

− − +

=

− −

= = =

− − + −

≤ − − − − − − + + − − −

+ + − − − + + −

∑ ∑

∑

∑ ∑ ∑

       (50) 

上式两边同时取极限可以得到 
2 21 * 1 *lim 0, lim 0k k

k k
x x By By+ +

→+∞ →+∞
− = − =                         (51) 

因此 
1 * 1 *,k kx x y y+ +→ →  

①②得证。 
由于 ( ) ( )1 1 1 * * *, , , ,k k kL x y L x yλ λ+ + + ≥  
由(12)式可得 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 * * * * *

1 1 * * 1 1 1

, ,

,

k k k k k

k k k k k

f x g y Ax By b f x g y Ax By b

f x g y f x g y Ax By b

λ λ

λ

+ + + + +

+ + + + +

+ − + − ≥ + − + −

+ ≥ + + + −
        (52) 

又 ( )1 1lim 0k k

k
Ax By b+ +

→+∞
+ − = ，所以(51)可以化为 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 * *k kf x g y f x g y+ ++ ≥ +                            (53) 

由算法 1 第 3 步、第 5 步的一阶优化条件可得 

( )
( ) ( )

1 *

1 * * 1

0

0

k k

k k k k

f x A

g y A B Ax By b

λ

λ β

+

+ +

∈∂ −

∈∂ − + + −







                        (54) 

即 

( )
( ) ( )

* 1

* * 1 1

k k

k k k k

A f x

A B Ax By b g y

λ

λ β

+

+ +

∈∂

− + − ∈∂







                         (55) 

根据次微分定义可以得到 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

* 1 * * 1

* 1 * * 1 * 1,

,k k k

k k k k k

f x f x A x x

g y g y B B Ax By b y y

λ

λ β

+ +

+ + +

≥ + −

≥ + − + − −







                 (56) 

现在将(55)中两式相加可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * 1 1 * * 1 * * 1 * 1,,  k k k k k k k kf x g y f x g y A x x B B Ax By b y yλ λ β+ + + + ++ ≥ + + − + − + − − 

    (57) 

又因为 1 *kx x+ → ， 1 *ky y+ → ，所以(56)可以化为 

( ) ( ) ( ) ( )* * 1 1k kf x g y f x g y+ ++ ≥ +                            (58) 

结合(52)和(57)可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 * *lim k k

k
f x g y f x g y+ +

→+∞
+ = +                          (59) 

综上，定理 1 得证。 

4. 数据分析 

在本节中，我们将给出所提算法的数值分析，具体来说，我们比较了 ADMM 算法和惯性对称 ADMM
算法，我们采用以下目标函数和约束条件： 

( ) ( ){ }2 2

,
min 1 2

s.t. 0 3
1 4
2 3 5

x y
x y

x
y

x y

− + −

≤ ≤
≤ ≤
+ =

                               (60) 

上式(60)的拉格朗日表达式为 

( ) ( ) ( ) ( ) 2T, , 2 3 5 2 3 5
2

L x y f x g y x y x yρλ λ= + + + − + + −                 (61) 

在迭代次数为 30 的情况下，ADMM 和惯性对称 ADMM 算法如下图 1 所示。 
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Figure 1. Plot of results comparing ADMM and inertial ADMM 
图 1. ADMM 和惯性 ADMM 比较结果图 

 
注：由图可知本文新算法较 ADMM 在相同迭代次数下其目标函数值收敛速度相对较快。 

5. 结论 

提出求解目标函数的惯性对称 ADMM 算法，并进行了收敛性分析，最后，数值实验表明，新算法

与 ADMM 算法相比较优越。 
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