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Abstract 
The normal mixture model is easily influenced by the outlier, and the maximum likelihood esti-
mation of parameters is not robust estimation. Fraley and Raftery propose a normal model with 
the addition of a uniform distribution that is regarded as the outlier’s distribution. It fits the ob-
servation data accurately. The maximum likelihood function is unbounded when the two parame-
ters are near infinitely, because of the probability density function of the uniform distribution. It is 
impracticable for using the EM algorithm directly. We can specify the parameters of uniform dis-
tribution with two different points in observation data which are fixed in the iteration. Then the 
parameters are specified by the estimation values whose maximum likelihood function is maxi-
mum. Coretto and Henning propose the gridding method, but this method also has large amount of 
calculation and low efficiency. Based on above, we propose a new method based on empirical cu-
mulative distribution function for the general situation parameter estimation of the mixture of 
normal and uniform distribution, first estimating the parameter of the uniform distribution, 
second estimating the mixing proportion and the parameter of the normal distribution. We can 
know from the numerical simulation that our method has the advantages in high efficiency, high 
estimation precision, less amount of calculation and easy implementation. 
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摘  要 

混合正态分布模型易受离群点的影响，其参数的极大似然估计不是稳健估计。Fraley和Raftery在混合正

态分布中添加一个均匀分布作为离群点的分布，能够准确的拟合观测数据，但是由于均匀分布概率密度

函数的特殊性，即当两个参数充分接近时似然函数无界，因此直接利用EM算法进行迭代是行不通的。一

般直接指定均匀分布的参数初始值为观测值中任意两个不同的数据点，在所有结果中选取最大似然函数

值所对应的参数作为最终的参数估计值，尽管Coretto和Hennig提出网格化思想但是这种方法仍运算量

大，效率低。针对一般情形的正态和均匀混合分布参数估计，本文提出了一种基于观测数据的经验累积

分布函数的方法，直接估计均匀分布的参数，再估计混合比例和正态分布参数。数据模拟表明该方法具

有效率高、计算量小、估计精度高且易于实现的优点。 
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1. 引言 

混合分布模型一直是对复杂结构数据建模的最佳模型选择，因为混合分布模型不仅提供了一种用简

单结构模拟复杂分布情形的模型，同时也为模拟同质性和异质性构建了一个自然框架。文献[1]中指出任

意的密度函数都可以用混合正态分布模型拟合，即可以用混合分布模型拟合任意结构的数据，但是当混

合模型的阶数较高时，由于模型的参数个数与阶数呈现近似倍数增加，故模型的参数估计更为复杂，所

以应采用一种折中的方法来拟合复杂数据，即在模型阶数较低的前提下寻求拟合效果最好的模型。在混

合分布模型中混合均匀分布一直作为一个特例，因为混合均匀分布不一定是可识别的，如文献[2]中举出

的反例，当两个均匀分布的区间存在交叉时，模型的参数有可能是不可识别的，因此在考虑混合均匀分

布的参数估计时应首先考虑参数的可识别性。均匀分布作为一种特殊的分布，常常被看作是异常值的分

布，在混合分布中添加一个均匀分布作为观测数据中的异常值点的分布，使混合分布模型的拟合效果更

好，模型能够更加准确的刻画出观测数据的内在规律和事物的本质特征。 
文献[3]讨论了几种关于混合模型异常值点建模的方法，并比较几种方法的效果，在模型中添加异常

值点的分布能够使参数估计是稳健估计。关于正态和均匀混合分布模型，Fraley 和 Raftery [4]首次提出将一

个均匀分布添加到混合正态分布中，并指定均匀分布的参数为整个观测数据的范围，即指定均匀分布的

两个参数为观测数据的最小值和最大值；Dean 和 Raftery [5]将同样的方法应用到生物中的微阵列数据。

虽然这种方法能够拟合异常值点，但是这种指定均匀分布参数值的问题在实际应用中灵活性差，不能精
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确拟合观测数据中来自均匀分布的样本数据，另外 Coretto [6]指出这种情形下正态分布的参数估计不是稳

健的。文献[7]证明了在似然函数非退化和模型可识别的前提下混合正态分布和均匀分布极大似然估计的

存在性和一致性，并应用 EM 算法求解了单个均匀分布和正态分布混合的参数，但是最后参数估计结果

严重依赖迭代的初始值，其本质是遍历整个观测数据而得到的，这样的做法耗时，且运算量大，虽然其

后给出了网格化方法选取初始值，但运算量仍然大。 
本文通过观测混合数据的经验累积分布函数发现正态分布的经验累积分布函数和均匀分布的经验累

积分布函数有本质的区别，基于此我们可以利用观测数据的经验累积分布函数直接确定均匀分布的参数

估计值，再通过 EM 算法迭代出正态分布参数和混合比例，经验累积分布函数和 EM 算法相结合的方法

能够准确估计出混合正态分布和均匀分布的参数，不需要遍历整个数据集，并且当均匀分布的参数确定

后，可以辅助 EM 算法选择合适的迭代初始值，从而能够降低因选取不合适的初始值而造成的迭代效果

差的风险，使参数估计值更加准确。 
本文的主要安排如下：第二节介绍混合正态分布和均匀分布模型数学表达式及问题；第三节介绍用

经验累积分布函数确定均匀分布参数估计值的方法，并给出均匀分布参数估计的具体实现算法；第四节

应用 EM 算法求解正态分布的参数和混合比例；第五节通过模拟 10 种不同结构的混合正态分布和均匀分

布的数据来验证提出算法的估计准确性，并给出结论。 

2. 模型介绍 

混合正态分布和均匀分布的一般模型为 

( ) ( ) ( )
1 1

; ; ;
q s

k k l l
k l q

G x U x xϕ π θ π φ θ
= = +

= +∑ ∑                             (2.1) 

上式中的 q 和 s q− 分别表示混合模型中的均匀分布和正态分布总体的个数，其中 iπ 为第 i 个分布所占的

比重， iθ 为第 i 个分布中所对应的参数。本文主要考虑 1q = 和 2s = 时的混合分布模型，则模型简化如下： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2; ; 1 ;G x U x xϕ π θ π φ θ= + −                              (2.2) 

对于简化的模型(2.2)我们需要确定的参数为 ( )1 1 2, ,ϕ π θ θ= ，其中 ( )1 ,a bθ = ， ( )2  ,θ µ σ= 。传统的参

数估计方法是直接应用极大似然估计，但是由于均匀分布的概率密度函数为区间长度的倒数，若直接应

用极大似然估计，当均匀分布的两参数无限接近时，会使似然函数无界，导致极大似然估计不存在，对 

于正态分布当 0σ → 时似然函数也无界。尽管 Dennis [8]提出在参数空间上添加限制 min i
ij

j

cσ
σ

> 的方法 

(其中 ,i jσ σ 为分布所对应的标准差， ( ]0,1c∈ )，但是这样使得在限制的参数空间上求极大似然估计过程

更加困难。另外文献[7]在应用 EM 算法求极大似然估计的过程中，指定均匀分布的初始值后，每次迭代

过程中均匀分布的参数估计值不变，因此这种方法需要遍历所有的观测数据为均匀分布的初始值，因此

这种方法计算量大，且运算量随观测数据的规模指数增长，尽管其后来采用网格化的思想划分观测数据，

但是这种方法的计算量仍然大，在大样本的情形下此方法不可行。本文提出的经验累积分布函数和 EM
算法相结合的方法能够极大地减小计算量，且不需要遍历整个数据集，提出的算法还能辅助 EM 算法选

择合适的初始值。下面介绍本文如何应用经验累积分布函数估计均匀分布参数。 

3. 经验累积分布函数估计均匀分布参数 

3.1. 经验累积分布函数 

经验累积分布函数(简称 ecdf)在统计中有着非常重要的作用，其作为连接理论分布函数和实际数据分
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布的桥梁被广泛应用到实际数据分析中。设 1 2, , , nx x x 为取自总体分布函数 F(x)的观测数据，则其所对

应的经验累积分布函数为： 

( ) ( )
1

1 n

n i
i

F x I x x
n =

= ≤∑                                    (3.1) 

从经验累积分布函数的表达式可以看出其曲线呈现阶梯且逐渐上升。如果观测值 x 只有一个， nF 在

x 点的跃度为1 n ；如果观测值 x 有 r 个， nF 在 x 点的跃度为 r n 。理论分布函数与经验累积分布函数之

间的对应关系为： ( )F x 表示的是 X x≤ 的概率，而经验累积分布函数表示的是在观测数据中小于或等于

x 的数据所占的比例。文献[9]指出 ( )nF x 是 ( )F x 的无偏估计。文献[10] [11]讨论了经验累积分布函数的

收敛性，并指出当样本量 n →∞ 时，样本的经验累积分布函数 ( )nF x 依概率收敛于总体 ( )F x 的分布函数，

这就为我们利用样本数据推断总体的统计性质提供了理论依据。 
如图 1 为随机模拟的两种不同结构混合分布的经验累积分布函数，从图中可以明显的观察到混合分

布中的均匀分布的经验累积分布函数的趋势近似一条直线，而正态分布的经验累积分布函数呈现抛物线

形状，这与理论上的均匀分布和正态分布的经验累积分布函数一致，并且两者存在明显的分界点，通过

确定分界点的位置，我们能够直接的确定均匀分布的参数。 

3.2. 均匀分布参数估计 

从图 1 中可以看出在均匀分布参数区间内其经验累积分布函数呈现近似直线，这与均匀分布理论上

的累积分布函数的形状是一致的，因此我们可以用一条直接拟合经验累积分布函数如图 2 左图所示，但

是用不同的区间段的经验累积分布函数值拟合出的直线是不一样的，对于如何选取合适的经验累积分布

函数的数据段进行拟合，这里做出如下假设，假设总体的核密度估计的概率密度函数最高点落在均匀分

布区间范围内。在上述假设的基础上我们可以通过核密度估计的方法确定选取拟合的区间段，下面给出

估计均匀分布参数的具体算法流程： 
1) 运用核密度估计的方法求观测数据的概率密度函数，假设最大概率密度所对应的观测数据点为 x ； 
2) 根据观测数据的密度选取合适的δ ，确定在区间 [ ],x xδ δ− + 内的观测数据集合 X 及其所对应的 

 

 
Figure 1. Empirical cumulative distribution function 
图 1. 经验累积分布函数 
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Figure 2. Fitting the empirical cumulative distribution function figure and the resident figure 
图 2. 拟合经验累积分布函数图及残差图 

 
经验累积分布函数值集合Y ； 

3) 以集合 X 为自变量数据集，以集合Y 为因变量数据集进行线性回归； 
4) 截取回归直线，使其因变量的取值为 0 1y< < ，确定合适的容差 ，选取经验累积分布函数和回

归直线之间距离在容差 内的观测值，设其为集合 D ； 
5) 均匀分布的参数估计值分别为： { } { }ˆˆ min , maxa D b D= = 。 

4. EM 算法 

自从Dempster [12]提出EM算法之后，其因简单性和稳定性而被广泛应用到极大似然估计的计算中。

在应用极大似然估计的文献中都能够看到 EM 算法的应用，文献[13]全面总结了 EM 算法及其各种扩展情

形。本节主要介绍基于模型(2.2)的 EM 算法。 

这里假设我们已经用第三节中的方法确定出均匀分布的参数值分别为 â 和 b̂ ，设
1

ˆ ˆ
c

b a
=

−
， ( )AI x 为

指示函数， ˆˆ,A a b =  。则模型(2.2)可以写成 

( ) ( ) ( ) ( )2

1 1 2
1; 1 exp

22πA
x

G x I x c
µ

ϕ π π
σσ

 −
= + − − 

  
                       (4.1) 

此时需要用 EM 算法估计的参数为 ( )1, ,ϕ π µ σ= ，其所对应的对数似然函数为： 

( ) ( ) ( ) ( )2

1 1 2
1

1log log 1 exp
22π

n
i

A i
i

x
L I x c

µ
ϕ π π

σσ=

  − = + − −  
    

∑                    (4.2) 

直接求解上式会很困难，采用经典的 EM 算法简化求解过程。EM 算法的主要思想是在 E 步中利用

完全数据的对数似然函数的条件期望近似不完全数据的对数似然函数，以达到简化不完全似然函数的目

的，进而通过迭代的思想确定参数估计值(其中完全数据是指在观测数据中带有类标签的数据，表示为

( )T,cx x z= ， ijz 表示第 j 个观测值是否来自第 i 个分布，来自于第 i 个总体记为 1，否则记为 0；而不完

全数据指观测数据中没有类标签的数据，表示为 x)。对于完全数据可以得到其对数似然函数为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 1 2 1 2
1

1log log log 1 exp
22π

n
i

c i A i i
i

x
L z I x c z

µ
ϕ π π

σσ=

   −  = + − −   
      

∑              (4.3) 
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E 步：求完全数据的对数似然函数的条件期望，对于给定的一个初始值 ( )kϕ ，第 1k + 次迭代中得到

的对数似然函数近似值为： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
2

1 1 1 22
1

1; log ; log 1 exp ;
22π

n
k k ki

A i i i
i

x
Q I x c x x

µ
ϕ ϕ π τ ϕ π τ ϕ

σσ=

   −   = + − −    
       

∑       (4.4) 

其中 ( )( ); k
j ixτ ϕ 为后验概率可以通过 ( )kϕ 计算得到。 

M 步：最大化近似的对数似然函数，即最大化 ( )( ); kQ ϕ ϕ ，通过化简和计算可以得到第 1k + 次迭代

结果为 

( )
( )( )

( )( )
( )

( )( )
( )( )

( )
( )( ) ( )( )

( )( )

111
1 2

1 1

211

21

21
211

21

;
ˆ

;

;
ˆ

;

ˆ;
ˆ

;

n k
iik

n k
j ii j

n k
i iik

n k
ii

n k k
i iik
n k

ii

x

x

x x

x

x x

x

τ ϕ
π

τ ϕ

τ ϕ
µ

τ ϕ

τ ϕ µ
σ

τ ϕ

=+

= =

=+

=

+
=+

=

=

=

−
=

∑
∑ ∑

∑
∑

∑
∑

                             (4.5) 

5. 数值模拟 

5.1. 模拟数据产生 

对混合分布模型的参数估计由于不同分布的比重、分布的交叠情形及样本量都直接影响最终的参数估

计(这里的交叠指的是正态分布的均值是否在均匀分布的参数区间范围内)，为了验证本文提出方法的试用

情形，本文针对不同的混合比例、分布交叠情形和样本量共产生 5 大类 10 组模拟数据，每组组内由不同样

本量的数据组成，因此总共有 20 种类型的模拟数据，对于每种模拟数据及其参数设置如表 1 所示。 

5.2. 算法参数初始化 

对于 3.2 节中的δ 和 的选取，选取δ 是为了保证有足够多的数据点做线性回归，可以根据数据的

疏密程度进行适当的调整；是衡量经验累积分布函数和选取特定点的线性回归直线之间的接近程度，
的选取直接决定了均匀分布的参数估计的准确性，另外 也受观测数据的稀疏程度及样本量的影响。本

模拟中因为数据相对比较集中因此选取 0.1δ = ， 0.04= 。 
对于 EM 算法参数迭代的初始化问题，因为 EM 算法易受初始值的影响，选择一个好的初始值能使

算法取得全局最优解，同样不好的初始值会使算法收敛到局部最优解。在考虑前面得到的均匀分布参数

估计值较为准确的前提下，选取均匀分布的混合比例为观测值在均匀分布参数估计值区间内的比值，正

态分布的均值和方差为不在均匀分布参数估计区间内的所有观测数据的均值和方差。 
对于 EM 算法迭代的终止条件，主要从两个方面进行限制，一方面是迭代次数的限制，限定为 300

次，另一方面是对似然函数的限制，若两次迭代之间的似然函数的改变量小于最小预设精度，则停止迭

代，模拟中选取的最小精度为 0.001。 

5.3. 参数估计模拟结果 

对表 1 中的 20 种情形每种情形分别模拟 100 次，并计算估计值的均值和标准差见表 2 (括号内为估 
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Table 1. The parameter setting of simulated data 
表 1. 模拟数据参数设置 

类别 组数 参数设置 (
1, , , ,a bπ µ σ ) 样本量(N) 

一 

1 
0.7U(−1,1) + 0.3N(0,1) 

(0.7,-1,1,0,1) 
100 

0.7U(−1,1) + 0.3N(0,1) 1000 

2 
0.7U(2,3) + 0.3N(0,1) 

(0.7,2,3,0,1) 
100 

0.7U(2,3) + 0.3N(0,1) 1000 

二 

3 
0.6U(−1,1) + 0.4N(0,1) 

(0.6,−1,1,0,1) 
100 

0.6U(−1,1) + 0.4N(0,1) 1000 

4 
0.6U(2,3) + 0.4N(0,1) 

(0.6,2,3,0,1) 
100 

0.6U(2,3) + 0.4N(0,1) 1000 

三 

5 
0.5U(−1,1) + 0.5N(0,1) 

(0.5,−1,1,0,1) 
100 

0.5U(−1,1) + 0.5N(0,1) 1000 

6 
0.5U(2,3) + 0.5N(0,1) 

(0.5,2,3,0,1) 
100 

0.5U(2,3) + 0.5N(0,1) 1000 

四 

7 
0.4U(−1,1) + 0.6N(0,1) 

(0.4,−1,1,0,1) 
100 

0.4U(−1,1) + 0.6N(0,1) 1000 

8 
0.4U(2,3) + 0.6N(0,1) 

(0.4,2,3,0,1) 
100 

0.4U(2,3) + 0.6N(0,1) 1000 

五 

9 
0.3U(−1,1) + 0.7N(0,1) 

(0.3,−1,1,0,1) 
100 

0.3U(−1,1) + 0.7N(0,1) 1000 

10 
0.3U(2,3) + 0.7N(0,1) 

(0.3,2,3,0,1) 
100 

0.3U(2,3) + 0.7N(0,1) 1000 

 
计值的标准差)。 

表 2 中的第三列和第四列分别对应着分布有交叠情形和无交叠情形下的参数估计，从中可以看出无

交叠情形下的参数估计效果要优于有交叠情形下的参数估计效果，并且样本量的大小也直接影响估计效

果，在模拟数据的参数设定相同的情况下，样本量为 1000 的估计效果要优于样本量为 100 的估计效果。  
从表 2 第三列有交叠情形中可以看出其估计的混合比例较真值有很大的偏差，这是因为均匀分布和

正态分布的数据完全的混合在一起，致使错误分类的比例增大；另外均匀分布的参数的估计受交叠程度

的影响较大，在存在交叠的情形下，均匀分布参数估计会出现一定的误差，会低估均匀分布的参数；正

态分布的参数受交叠情形影响较小，都能够准确的估计出参数值。 
从表 2 第四列参数无交叠的情形中可以看出其估计效果易受样本量的影响，当样本量为 1000 时，其

估计效果明显，因为两分布参数无交叠，所以在应用 3.2 节中的算法估计均匀分布参数时能够准确定位

出均匀分布的位置，同时也为 EM 算法选定准确的初始值，因此混合比例和正态分布的参数估计值也较

有交叠的情形下准确。 
考虑表 2 的模拟结果，本文提出的参数估计方法对两个分布无交叠情形的效果要优于有交叠的情形，

特别是无交叠的情形只要样本量足够大，此方法能较为准确的估计出参数值；对于 3.2 节中提出的估计 
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Table 2. The parameter estimation of simulation data 
表 2. 模拟数据的参数估计 

类别 样本量 
N 

参数估计 
( )1ˆ , 1,1,0,1π −  

参数估计 
( )1ˆ , 2,3,0,1π  

一 
(

1 0.7π = ) 

100 0.238,−0.507,0.326,0.003,0.82 
(0.248,0.432,0.443,0.2,0.182) 

0.498,2.108,2.851,0.859,1.359 
(0.151,0.157,0.138,0.552,0.193) 

1000 0.348,−0.766,0.854,0.004,0.825 
(0.227,0.371,0.313,0.072,0.103) 

0.656,1.973,2.968,0.283,1.195 
(0.062,0.067,0.045,0.332,0.193) 

二 
(

1 0.6π = ) 

100 0.241,−0.592,0.464,0.012,0.834 
(0.205,0.513,0.505,0.131,0.108) 

0.412,2.052,2.824,0.735,1.364 
(0.132,0.223,0.136,0.427,0.191) 

1000 0.338,−0.81,0.822,0.008,0.885 
(0.218,0.34,0.298,0.057,0.091) 

0.564,1.943,2.968,0.191,1.134 
(0.063,0.074,0.056,0.278,0.181) 

三 
(

1 0.5π = ) 

100 0.244,−0.556,0.565,0.025,0.867 
(0.213,0.526,0.484,0.278,0.14) 

0.345,2.002,2.822,0.538,1.34 
(0.116,0.435,0.148,0.398,0.192) 

1000 0.224,−0.806,0.818,0.003,0.884 
(0.16,0.315,0.285,0.044,0.062) 

0.481,1.909,2.976,0.097,1.082 
(0.041,0.077,0.04,0.18,0.136) 

四 
(

1 0.4π = ) 

100 0.188,−0.607,0.585,−0.002,0.909 
(0.17,0.538,0.492,0.111,0.103) 

0.271,2.04,2.732,0.419,1.319 
(0.098,0.16,0.189,0.303,0.155) 

1000 0.171,−0.753,0.743,0.005,0.906 
(0.115,0.3,0.321,0.042,0.046) 

0.381,1.903,2.968,0.083,1.088 
(0.028,0.074,0.036,0.121,0.103) 

五 
(

1 0.3π = ) 

100 0.198,−0.581,0.58,0.013,0.963 
(0.153,0.455,0.487,0.128,0.103) 

0.197,−0.319,1.04,0.713,1.383 
(0.206,0.971,1.043,0.648,0.288) 

1000 0.131,−0.73,0.724,−0.001,0.937 
(0.097,0.319,0.299,0.034,0.041) 

0.252,1.451,2.605,0.198,1.144 
(0.072,0.959,0.816,0.295,0.166) 

 

均匀分布参数的方法，理论上均匀分布的累积分布函数为一条倾斜的直线，只要实际数据中的均匀分布

的经验累积分布函数呈现一条倾斜的直线，其经验累积分布函数就能够用线性回归的方法确定，进而估

计出均匀分布的参数；应用 3.2 节提出的算法不仅能够直接准确的估计出均匀分布的参数还能够为 EM 算

法迭代提供选择初始值的依据；另外本文提出的算法在 EM 算法之前就直接确定均匀分布的参数，不需

要遍历整个数据集。 

6. 结论 

本文提出的基于经验累积分布函数的方法估计均匀分布参数充分利用了均匀分布的累积分布函数的

性质，只要均匀分布占一定的比重和数据样本量足够多，就能够用线性回归的方法确定均匀分布的参数

值，且估计的精度高，与 EM 算法结合估计混合正态分布和均匀分布的参数值。并且该算法具有运算量

小、效率高、实现简单等优点。 
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