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Abstract 
The situations of stock market are important references of a country’s development in economy, 
and we often have to deal with the high-dimensional data when we analyze those data from stock 
market. It’s a hard work to analyze those high-dimensional data directly, so we use the simulation 
methods by reducing the dimensions of variables to decrease the difficulty of analysis. SVD (Sin-
gular Value Decomposition), FA (Factor Analysis) and PCR (Principal Component Regression) are 
three most common simulation methods which are considered to reduce the dimensions of va-
riables. In order to compare simulational effectiveness of the three methods, we used the method 
of theoretical deduction and demonstration, and got the result that the three methods had the 
same simulational effectiveness in some case. Hence it was able to draw the conclusion that those 
three methods of reducing the variable dimensions were coincident in some conditions. 
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摘  要 

股票市场的情况是一个国家在经济上发展水平的重要参考，在分析股票市场数据时往往需要处理高维度
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的变量数据。直接分析这些高维度的变量数据是一件困难的工作，因此在处理这些数据时会使用降低变

量维度的模拟方法来减少分析的难度。奇异值分解、因子分析和主成分回归是三种最常见的被考虑用来

降低变量维度的模拟方法。为了比较这三种方法的模拟效果，本文中使用理论推导和证明的方法，得到

三种方法在一定条件下有相同模拟效果的结果。于是可以得出在一定的条件下这三种降低变量维度的模

拟方法具有一致性的结论。 
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1. 引言 

股票市场中包含各种各样的时间序列数据，例如股票收盘价、股票价格指数等。在处理多个时间序

列的数据时，需要分析的变量维度有时会很高，这给分析和处理带来了一定的难度。尽管每个时间序列

都有各自的变化特点，但它们之间有一定的相关性。利用这种相关性，就能够减少变量的数量，从而减

少分析的难度和成本。 
本文对奇异值分解[1]、因子分析[2] [3] [4]和主成分回归[5]三种常见的降维方法进行讨论。其中，奇

异值分解方法通过提取的奇异值来构造模拟矩阵；因子分析通过提取因子来构造模拟矩阵；主成分回归

通过提取主成分和线性回归的方法来构造模拟矩阵。最后通过理论推导和证明的方式说明在一定的条件

下，三种方法得到的模拟结果是一致的。 

2. 模拟方法 

2.1. 基本假设 

对于时间序列，这里有一定的条件限制。第一点，时间序列为平稳时间序列；第二点，时间序列的

期望值为 0。本文中以行业价格指数作为例子，不再对假设条件做过多的讨论。设 ( ){ },jX t t∈ 是第 j

( )1,2, ,j r=  个行业股票指数每日收益率的时间序列，其中 

( )= −每日收益率 昨日收盘价当日收盘价 昨日收盘价  

为了简化操作，将时间序列 ( ){ },jX t t∈ 简化为随机变量 jX 产生的多个独立同分布的样本。设向量 

T
1 2, , ,j j j njx x x =  x   

为第 j 个行业的时间序列对应的数值。那么对于所有的 r 个行业，有数据矩阵(观测值矩阵) 

( )
[ ]1 2, , , rn r×

=A x x x                                    (1) 

对应的样本协方差矩阵为 

( )

2 2
11 1

2 2
1

r

r r

r rr

s s

s s
×

 
 

=  
 
 

S


  


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假设 n r> ， ( )
1

1 0 1,2, ,
n

ij
i

x j r
n =

= =∑  且 ( )rank r=A 。 

2.2. 奇异值分解模型 

对式(1)定义的矩阵 A，由奇异值分解定理，存在正交矩阵 

( )
[ ]1 2, , , nn n×

=U u u u                                   (2) 

( )
[ ]1 1, , , rr r×

=V v v v                                    (3) 

和矩阵 

( ) ( )( )

T
1

2

n r r n r

r

µ
µ

µ

× × −

 
 
 =
 
 
 

M


0                              (4) 

使 
T=A UMV  

其中 ( )1,2, ,i i rµ =  为 A 的奇异值(默认 1 2 0rµ µ µ≥ ≥ ≥ ≥ ，下文不再提及)。则 

T
SVD

1

s

i i i
i
µ

=

= ∑B u v                                     (5) 

是矩阵 A 的一个秩为 ( )s s r< 的同阶模拟矩阵，均方误差 

( ) ( )( ) ( )
T 2

SVD
1

1 1
1 1

p

i
i s

MSE tr
n r n r

µ
= +

 = − − = − − ∑A B A B  

2.3. 因子分析模拟 

假设 jX 由 ( )s s r< 个公共因子 iF 组成，即 

1 11 1 12 2 1 1

2 21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

s s

s s

r r r rs s r

X l F l F l F
X l F l F l F

X l F l F l F

ε
ε

ε

= + + + +

= + + + +

= + + + +









 

或者写为矩阵形式 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1r r s s r× × × ×
= +X L F ε  

设 ( )ˆ ˆ, , 1, 2, ,k k k rλ =e  为样本协方差矩阵 S 的特征值–特征向量对(默认 ˆke 为单位向量且 

1 2
ˆ ˆ ˆ 0rλ λ λ≥ ≥ ≥ ≥ ，下文不再提及)，则 

载荷矩阵 L 的估计值为 

( ) { }1 1 2 2
ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆs s ijr s r s
lλ λ λ

× ×

 = =  
L e e e  

矩阵 A 的近似估计 
1 T

FA
ˆ ˆ−=B AS LL                                     (6) 

https://doi.org/10.12677/sa.2019.81017


赵祖鹏，方卫东 
 

 

DOI: 10.12677/sa.2019.81017 152 统计学与应用 
 

均方误差 

( ) ( )( )T
FA

1

1 1 ˆ
1

r

i
i

MSE tr
n r r

ψ
=

 = − − = − ∑A B A B  

其中 ( )2 2 2
1

ˆ ˆˆ ˆVari ii i is is l lψ ε= − − − = 。 

(这里载荷矩阵的估计使用的是主成分法，因子得分使用的是回归法。) 

2.4. 主成分回归模拟 

对于 ( )1,2, ,jX j p=  ，通过样本协方差矩阵 S 提取其前 s 个主成分的估计值 

[ ]T1 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , , 1, 2, ,k k k kn ky y y k s= = =Y Ae   

其中 ( )ˆ ˆ,k kλ e 为 S 的特征值-特征向量对，于是有回归函数 

1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ , 1, 2, ,j j j js s j j rβ β β= + + + + =x Y Y Y ε  

(这里令常数项为 0。) 
由多元线性回归结果为：  

( ) 1T T T
1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,j j j js jβ β β
−

 = =  Y Y Y xβ  

其中 

( ) 1 2
ˆ ˆ ˆ

ŝn s×
 =  Y Y Y Y  

于是矩阵 A 有近似估计 

( ) 1T T
PCR

ˆ ˆ ˆ ˆ−
=B Y Y Y Y A                                  (7) 

均方误差 

( ) ( )( )T
PCR

1
1

MSE tr
n r

 = − − −
A B A B  

3. 三种模拟方法的一致性 

引理 3.1 设 A 是 ( )n r n r× > 阶实矩阵， ( )ranks r< = A ，并且有奇异值分解 TUMV ，具体形式见式

(2) (3) (4)，则 

T

1

s

i i i
i
µ∗

=

= ∑B u v  

是 A 的秩-s 最小二乘逼近，使得在所有秩小于等于 s 的 n r× 阶矩阵 B 中，平方误差和 

( )( )Ttr  − − A B A B 最小，且最小值为 2

1

r

i
i s

µ
= +
∑  (见文献[6])。 

# 
引理 3.2 设 A 是 ( )n r n r× > 阶实矩阵， ( )rankr = A ，并且有奇异值分解 TUMV ，具体形式见式(2) (3) 

(4)，则 
T 2 , 1, 2, ,i i i i rµ= =A Av v   
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即 TA A有特征值-特征向量对 ( )2 ,i iµ v  (见文献[6])。 

# 
利用之前的三个模型结果和引理 3.1、引理 3.2，可以证明下面的定理。 
定理 3.1 对于在 2.2、2.3 和 2.4 中三种使用同阶的低维度矩阵 ( )( )rank s=B B 来模拟原数据矩阵

( )( )rank ,r r s= >A A 的方法中(见式(5) (6) (7)，且矩阵 A 满足 2.1.中的假设条件)，并且都使用样本协方 

差矩阵 S 进行操作时，三种方法的模拟结果相同，即模拟矩阵 
T

FA PCR SVD s s= = =B B B AV V  

其中 

( )
[ ] [ ]1 2 1 2ˆ ˆ ˆ, , , , , ,s s s

r s×
= =V v v v e e e   

且均方误差 

( )
2

SVD FA PCR
1 1

1 1ˆ
1

r r

i i
i s i s

MSE MSE MSE
r n r

λ µ
= + = +

= = = =
−∑ ∑  

达到最小值。 

( ( )ˆ ˆ,i iλ e 为矩阵 S 的特征值-特征向量对， iv 的定义见式(3)， iµ 的定义见式(4)。) 

# 

证明：根据 ( )
1

1 0 1,2, ,
n

ij
i

x j r
n =

= =∑  有 

T1
1n

=
−

A A S                                      (8) 

于是由引理 3.2 有  
2

ˆ , 1, 2, ,
1

i
i i r

n
µ

λ = =
−

                                   (9) 

ˆ , 1, 2, ,i i i r= =v e                                    (10) 

(使(10)式成立有时需要做一定的调整，这里我们不多做考虑。) 
令 

( )

1

2

ˆ 0 0
ˆ0 0ˆ

ˆ0 0

s s

s

λ

λ

λ

×

 
 
 =  
 
  





   



Λ  

对于特征值分解方法，有 

T T T
SVD

1

s

i i i s s s s
i
µ

=

′= = =∑B u v UMV V V AV V                          (11) 

对于因子分解方法，由特征值和特征向量的定义，有  
ˆ

s s=SV V Λ                                      (12) 

于是 
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( )T1 T 1 1 2 1 2 1 T T
FA

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
s s s s s s

− − −= = = =B AS LL AS V V AS V V AV VΛ Λ Λ                 (13) 

对于主成分回归方法，有 
ˆ

s=Y AV  

再使用式(8)，(12)得到 

( ) ( )1 1T T T T T
PCR

ˆ ˆ ˆ ˆ
s s s s s s

− −
= = =B Y Y Y Y A AV V SV V S AV V                    (14) 

综合式(11)，(13)和(14)得到 
T

FA PCR SVD s s= = =B B B AV V  

于是 

SVD FA PCRMSE MSE MSE= =  

最后，根据引理 3.1 和式(9)得到均方误差 

( )
2

SVD FA PCR
1 1

1 1ˆ
1

p p

i i
i s i s

MSE MSE MSE
p n p

λ µ
= + = +

= = = =
−∑ ∑  

达到最小值。  
# 

4. 结论 

当由多个时间序列构成的数据矩阵满足对应时间序列的期望为零，且特征值和特征向量均由对应的

样本协方差矩阵提取时，奇异值分解、因子分析和主成分回归构造的降维模拟方法具有一致性(这里的一

致性仅限于上文提到的构造方法)。其中，模拟矩阵的结果仅依赖于所提取的特征向量(或奇异值分解的其

中一个正交矩阵)，模拟矩阵均方误差的结果由所提取的特征值(或奇异值)完全决定。 
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