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摘  要 

小样本情况下实验数据的分布较难确定，工程上常采用Bootstrap和Bayes Bootstrap方法。在现有的文

献中，该方法对小样本可靠性参数估计仅仅是重复利用原样本信息，通过扩大样本容量进行参数估计。

在样本量较小的情况下，再生样本极易淹没原生样本信息导致估计偏差。本文在原方法的基础上，提出

对Bayes Bootstrap方法的改进意见，在抽样过程中增加样本容量并通过对最大(最小)次序统计量领域进

行扩充而达到对原始样本扩充的目的，最后用指数分布修正经验分布函数，以提高估计的精度。实验结

果表明，改进后的Bayes Bootstrap方法对精度的估计有所提高，比原方法效果更好。 
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Abstract 
It is difficult to determine the distribution of experimental data under the condition of small sam-
ples. Bootstrap and Bayes Bootstrap methods are often used in engineering. In the existing litera-
ture, this method only reuses the original sample information to estimate the reliability parame-
ters of small samples by expanding the sample size. When the sample size is small, it is easy for the 
regenerated sample to drown the original sample information, resulting in the estimation devia-
tion. On the basis of the original method, this paper proposes suggestions on improving Bayes 
Bootstrap. In the sampling process, the sample size is increased, and the purpose of expanding the 
original sample is achieved by expanding the maximum (minimum) order statistics. Finally, the 
empirical distribution function is modified by exponential distribution to improve the estimation 
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accuracy. The experimental results show that the improved Bayes Bootstrap method has better 
accuracy estimation than the original method. 
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1. 引言 

1977 年由美国统计学教授 Efron [1]在前人的基础上提出了增广样本的新统计方法——Bootstrap 方

法。Bootstrap 方法是仅利用验前数据确立验前分布，通过增广样本来对总体分布做出推断。近年来，国

内外在 Bootstrap 方法用于小样本试验评估方面开展了许多工作，针对传统 Bootstrap 方法在产生随机样

本方面的不足，刘建，吴翊等[2]提出了改进的 Bootstrap 方法，对自助样本的生成范围做了拓展，提高了

估计精度。孙慧玲，胡伟文[3]将插值法应用到 Bayes Bootstrap 中，相对于较小样本量来说估计精度更高。

曹军海，杜海东等[4]用指数分布函数拟合经验分布函数右尾部样本，增加了随机样本的随机性，扩大了

其取值范围。根据研究前人文献，发现目前已经有了不少处理小样本问题的方法。根据有无先验信息，

大致可以分成两类。一类是传统的 Bayes 方法，利用大量的先验信息就可获得小样本信息比较正确的估

计。另一类是以 Bootstrap 和 Bayes Bootstrap 为代表的方法[5] [6]。该方法不依赖于先验信息，在样本量

较小的情况下，利用验前样本实验数据确定验前分布，仅利用当前样本信息就可对总体参数做出估计。

Bootstrap 和 Bayes Bootstrap 均是重复利用原始样本信息。由此，本文对 Bayes Bootstrap 做出改进，在抽

样过程中增加样本容量并通过对最大(最小)次序统计量领域扩充达到对原始样本量的有效扩充，最后用指

数分布修正经验分布函数来提高估计的精度。 

2. Bayes Bootstrap 方法基本思想 

Bayes Bootstrap 方法是对 Bootstrap 方法生成样本数据做了改进，极大地降低了生成样本数据与原样

本数据的重复率[7]。 
设 ( )1 2, , , nX x x x=  为来自未知总体的观测样本， ( )~ , 1,2, ,ix F x i n=  ， ( )F x 未知，样本容量是有

限的，称其为原生样本。将 1 2, , , nx x x 按照由大到小排序后仍记为 1 2, , , nx x x ，此时 1 2, , , nx x x 是顺序

统计量，则由 ( )1 2, , , nX x x x=  构造的经验累积分布函数为： 

( )
1

1

0,

,

1,

n k k

n

x x
kF x x x x
n

x x

+

≤
= ≤ ≤


≥

                                (1.1) 

Bayes Bootstrap 方法的步骤为： 
从 ( )nF x 中抽取 N 个样本，基于仿真生成服从经验累积分布函数的随机抽样原理如下： 
1) 在区间 ( )0,1 上产生分布均匀的随机数 , 1, 2, ,i i nη =  构成向量 ( )1 2, , , nη η η η=  ； 
2) 令 ( ) [ ]1 , 1n iβ η β= − = + ， [ ]β 为向下取整； 
3) 令 ( )( )11i i i ix x i x xβ∗

+= + − + − ， 1,2, , 1i n= − ，则 ( )* * * *
1 2, , , nX x x x=  为抽取得到的再生样本。 
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4) 计算再生样本均值 µ̂θ 和方差 ŝθ ，用 *
1

1ˆ
ii

N X
Nµθ =

= ∑ 用来估计原生样本均值 µθ ，用 

( )2*
1

1ˆ ˆ
s i

N
i X

N µθ θ
=

= −∑ 估计原生样本方差 sθ 。 

5) 重复上述步骤，直达得到 4)的稳定值，得到的结果作为原生样本均值 µθ 和方差 sθ 的最终估计值。 
根据 Bayes Bootstrap 方法的步骤不难看出，这种方法对原生样本和 Dirichlet 分布的依赖性较大，且

这种方法并没有增加任何样本以外的信息。所得样本其实是对原样本的加权平均，权值来源于(0, 1)之间

的随机数。若生成随机数在(0, 1)之间均匀性不好，就会导致实验结果出现较大偏差[8]。鉴于以上不足，

相关专家提出的改进意见大可分为两类：一类是对抽样方法进行改进[9]，目的在于扩大样本容量，提高

估计精度。另一类是对经验分布函数进行修正[10]，构造更为合理的经验分布函数。笔者通过结合这两种

方法，对 Bayes Bootstrap 方法进行改进。Bayes Bootstrap 方法的改进在样本量较小的情况下，通过 Bayes 
Bootstrap 方法确实可以扩大样本容量，但由于生成的再生样本数据过于集中，会造成有效信息的丢失。

经验累积分布函数在拟合头部和尾部时效果不好。因此，笔者对 Bayes Bootstrap 方法提出了改进意见，

首先对原生样本进行分组扩充，将扩充后的样本合并作为再生样本，构造经验分布函数并用指数分布修

正尾部，运用 Bayes Bootstrap 方法对再生样本求点估计和区间估计。 

3. 改进的 Bayes Bootstrap 方法 

假设 ( )1 2, , , nX x x x=  是来自总体的按照时间顺序的简单随机小样本，按照时间先后顺序将 n 个数据

分为 K 组，每组数据长度为 h。记 ( )1 1 2, , , hB x x x=  ，， ( ), ,k K nB x x=  ，其中 1K n h= − + ；如果 n
可以整除 h，将 n/h 个数据重新合在一起样本容量大小仍为 n。对每一组样本重组扩充步骤如下： 

1) 将 ( )1 1 2, , , hB x x x=  中的数据按从小到大排列，若排列好的数据仍记为 ( )1 2, , , hx x x ，对顺序统

计量 , 1,iX i h= 做如下领域： 

( ) ( )1 1 2 1 1 2 1,U x x x p x x x p= − − + −                             (2.1) 

( ) ( )1 1,h h h h h h hU x x x p x x x p− − = − − + − ， 2p ≥                      (2.2) 

2) 在 1U 的左领域取得 0x ，在 hU 的右领域取得 1hx + ；由此将第一组样本扩充为 2h + 个。 
3) 重复步骤 1)，2)，依次将 K 组数据进行扩充，扩充后数据总个数为 2n K+ 个。 
4) 将 K 组样本合并在一起作为再生样本，按照从小到大重新排序，得到顺序统计量 

( )0 1 2, , , , 2NX x x x x N n K= = + 。 
为避免随机样本的最大值受到再生样本范围限制，为弥补该方法的不足，我们用指数分布函数拟合

右尾部样本。 
1) 在 N m− 个样本之前逐段构造经验分布函数，m 为尾部样本数，通常取 5 以下整数。 
2) 尾部样本用指数分布拟合并修正经验分布函数，使得修正后的经验分布均值与原样本一致。修正

的经验分布函数为： 
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仿真服从修正的经验分布函数的随机样本的方法如下： 
1) 产生 [ ]0,1 区间均匀分布的随机数η。 

2) 若 1 m Nη > − ，则 ln 1N m
Nx
m

λ θ η−
 = − − 
 

为所求随机数；否则转到 3)； 

3) 令 ( ) [ ]1 , 1n iβ η β= − = + 。则 ( )( )11i i ix i x xλ β += + − + − 为所求随机数。 
仿真得到所需自主样本，用样本参数估计总体参数。具体流程图如图 1 所示。 

 

 
Figure 1. Flow chart 
图 1. 流程图 

4. 算例 

计算机生成服从正态分布 ( )100,16N 的 15 个随机数 96.7901，99.8024，98.0155，95.9829，99.7404，
98.9578，100.4433，103.2569，101.7745，106.0590，105.5157，93.0443，92.9420，103.6162，102.5938，

15n = ，分别用 Bayes Bootstrap 和改进的 Bayes Bootstrap 方法对参数进行点估计和区间估计。 
用经典传统方法计算 µ 的点估计 ˆ 99.8357µ µ= 的置信度为 0.95 的置信区间为[97.6023, 102.0690]。用

Bayes Bootstrap和改进的Bayes Bootstrap方法对 µ 进行点估计和区间估计，分别构造10,000组自助样本，

µ 的参数分布如图 2 和图 3 所示，参数 µ 的分布形式都近似于正态分布，对多组 µ 的分布假设检验，在

0.05 的显著性水平上接受 µ 服从正态分布的假设。三种方法评估结果比较如表 1 所示。 
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Table 1. There methods were used to compare the results 
表 1. 三种方法结果比教 

方法 
参数点估计 置信区间 

估计值 期望值 误差 估计值 区间长度 

经典统计方法 99.8357 100 0.1643 [97.6023, 102.0690] 4.4667 

Bayes Bootstrap 方法 99.9229 100 0.0771 [99.9219, 99.9577] 0.0358 

改进 Bayes Bootstrap 方法 99.9903 100 0.0097 [99.9473, 100.0332] 0.0859 

 

 
Figure 2. Parameter Distribution Cart 
图 2. Bayes Bootstrap 方法的参数分布 

 

 
Figure 3. Parameter Distribution Cart of the improved method 
图 3. 改进的 Bayes Bootstrap 方法的参数分布 

5. 结论 

5.1. 改进方法的评价 

Bayes Bootstrap 方法对原始数据以及迪利克雷分布的依赖性较大，改进的方法克服了原方法的不足：
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第一，将原样本按时间序列分组，在每一组重构顺序统计量并增加了样本量，克服了 Bayes Bootstrap 方

法生成的样本数据向中间点集中的趋势[11]。第二，用指数分布函数修正经验分布函数右尾部，将最大顺

序统计量延拓到非观测点，降低了再生样本与原样本的相似度。 

5.2. 结论 

表 1 数据显示，在相同置信度的前提下，改进的 Bayes Bootstrap 方法对 µ 的区间估计与原方法相差

不大，但对 µ 的点估计精度明显比原方法更好。三种方法的估计值分别为 99.8357，99.9229，99.9903，
误差分别为 0.1643，0.0771，0.0097，置信区间长度分别为 4.4667，0.0358，0.0859。总体来看，传统方

法的估计值效果最差，Bayes Bootstrap 方法比传统方法好，而改进 Bayes Bootstrap 方法的估计效果是最

好的。这表明本文所提的改进 Bayes Bootstrap 方法对估计值的精度有所提升，为 Bootstrap 方法提供了一

种新的改进方法。对于经验分布函数的修正，指数分布函数只拟合了经验分布函数的右尾部，延拓了样

本的最大顺序统计量，对于经验分布函数的左尾部并没有延拓。是否存在更合适的分布函数使其对经验

分布函数整体拟合效果更好有待进一步研究。 
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