
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2024, 13(3), 1058-1066 
Published Online March 2024 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2024.133100  

文章引用: 穆志琴, 段周波. 无限维量子系统上并发的单配性[J]. 应用数学进展, 2024, 13(3): 1058-1066.  
DOI: 10.12677/aam.2024.133100 

 
 

无限维量子系统上并发的单配性 

穆志琴，段周波* 

太原理工大学数学学院，山西 太原 
 
收稿日期：2024年2月27日；录用日期：2024年3月21日；发布日期：2024年3月28日 

 
 

 
摘  要 

我们证明了在纯两体态上约化密度矩阵的严格凹函数给出的任何纠缠测度在纯三体态上都是单配性的。

这包括一类重要的两体纠缠测度，它约化为纠缠的(冯·诺依曼)熵。此外，我们证明了无限维并发测度

在纯三体态上是单配的，在混合三体态上也是单配的。为了证明我们的结果，我们使用了最近提出的无

不等式纠缠的单配性的定义[Gour和Guo，Quantum 2，81 (2018)]。我们的结果促进了纠缠的单配性是

量子纠缠的一个属性，而不是纠缠的一些特定测度的属性的概念。 
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Abstract 
We show that any measure of entanglement that on pure bipartite states is given by a strictly con-
cave function of the reduced density matrix is monogamous on pure tripartite states. This includes 
the important class of bipartite measures of entanglement that reduce to the (von Neumann) en-
tropy of entanglement. Moreover, we show that infinite-dimensional concurrence is monogamous 
on pure tripartite and mixed tripartite states. To prove our results, we use the definition of mo-
nogamy without inequalities, recently put forward [Gour and Guo, Quantum 2, 81 (2018)]. Our 
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results promote the concept that monogamy of entanglement is a property of quantum entangle-
ment and not an attribute of some particular measures of entanglement. 
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1. 介绍 

量子纠缠是量子理论中最反直觉的现象之一。在量子力学的早期，它被认为是“量子力学的特征性

质，这一性质使量子力学完全背离经典思维[1]。”另一方面，近年来它被确定为许多量子信息处理任务

的关键资源[2] [3] [4]。与经典关联不同，它的一个关键特征是，它不能在多体之间自由共享。这就是所

谓的单配性定律[5]，也是纠缠和量子力学本身的基本特征之一[6]。自从 Coffman、Kundu 和 Wootters 证
明了三量子位态的第一个定量单配性关系[7]以来，这种共享关系已经得到了广泛的探索。 

纠缠单配性研究中的一个重要问题是确定给定的纠缠测度是否是单配的。对于多量子位系统，几乎

所有已知的纠缠测度都是单配性的。这些包括形成纠缠，并发[8] [9]，纠缠，负性，凸延伸负性，Tsallis-q
纠缠熵，Rényi-α 纠缠熵，压缩纠缠和单向可蒸馏纠缠，它们被证明是单配的[10]。然而，对于高维系统，

对这种共享性知之甚少。到目前为止，除了单向可蒸馏纠缠和压缩纠缠，我们只知道 G-并发[11]在所有

有限维中都是单配的[12]。根据参考文献[12] (也参见下面的等式(3))中给出的定义可知后者是单配的。也

就是说，高维系统中其他纠缠测度的单配性仍然是未知的，即使是众所周知的测度，如并发。 
设 A B C ABC⊗ ⊗ ≡    是有限维的三体 Hilbert 空间，其中 , ,A B C 是复合量子系统的三个子系统，

且 ( )ABC ABC≡   是作用于 ABC 的密度矩阵集。回想一下，纠缠测度 E 的原始单配关系定量地显示为以

下形式的不等式： 

( ) ( ) ( )|A BC AB ACE E Eρ ρ ρ≥ +                               (1) 

其中竖线表示测量(二分)纠缠的二分分裂。然而，等式(1)对许多纠缠测度无效。这可能会给人这样的印

象，即纠缠的单配性不是纠缠本身的属性，而是用于量化纠缠的函数的属性。 
此外，在参考文献[13]中，忠实性与单配性的问题是通过表明许多纠缠测度，如形成纠缠，不能满足

某种形式的关系 

( ) ( ) ( )| ,A BC AB ACE f E Eρ ρ ρ ≥                                (2) 

其中 :f + + +× →� � � 是独立于基础 Hilbert 空间的维数的某个固定函数，且它是连续的，并满足

( ) { }, max ,f x y x y≥ ，且在 x 和 y 的某些范围内有严格不等式。尽管有这个显著的结果，我们在这里证明，

形成纠缠以及许多其他根据凸延伸定义的纠缠测度，都符合最近在参考文献[12]提出的单配性定义。 
根据参考文献[12]中关于单配性的定义(无不等式)，纠缠测度 E 是单配的，如果对于满足解纠缠条件

的任何 ABC ABCρ ∈ ，有 

( ) ( )|A BC ABE Eρ ρ=                                   (3) 
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我们得到 ( ) 0ACE ρ = 。根据这个定义，如果系统 A 和复合系统 BC 之间的纠缠与系统 A 与 B 之间的

纠缠一样多，那么系统 A 与 C 之间就没有纠缠可共享。 
显然，这个定义抓住了纠缠单配性的本质，也许不足为奇的是，通过用 Eα 替换 E (对一些 0α > ) [12]，

可以得到类似于(1)的一族单配性关系。更准确地说，根据这个定义，连续测度 E 是单配性的，当且仅当

存在 0 α< < ∞使得 
( ) ( ) ( )|A BC AB ACE E Eα α αρ ρ ρ≥ + ，                           (4) 

对于作用在状态空间 ABC 上的所有 ABCρ ，其固定的 dim ABC d= < ∞  (见参考文献[12]中的定理 1)。
注意，公式(4)可以用与(2)相似的形式表示，其中 ( ) ( )1,f x y x y

αα α= + 。然而，我们在这里强调(4)不是(2)
的特例，因为指数因子α 取决于 Hilbert 空间的基本维数。注意，没有先验的物理理由来假设指数因子在

维度上是普遍的和独立的。 
在本文中，我们证明了几乎所有的纠缠单调在纯三体态上都是单配的，在混合三体态上也是单配的。

我们的结果表明，单配性确实是纠缠的一种属性，而不是某种纠缠测量的结果。 
函数 : ABE +→� 称为纠缠测度，如果 
1) 对于任何可分密度矩阵 AB ABσ ∈ ，有 ( ) 0ABE σ = ； 
2) E 在局部运算和经典通信(LOCC)下表现单调。也就是说，对于任何给定的 LOCC 映射Φ，我们都

有 

( ) ( ) ,AB AB AB ABE Eρ ρ ρ Φ ≤ ∀ ∈   。 

此外，在 LOCC 下平均不增加的凸纠缠测度称为纠缠单调[14]。 
设 E 是对两体态纠缠的一个度量。与 E 相关的形成纠缠度量 FE 定义为 

( ) ( )
1

min
n ABAB

F j j j
j

E p Eρ ψ ψ
=

≡ ∑ ，                          (5) 

其中最小值取自
1

n ABAB
j j j

j
pρ ψ ψ

=

=∑ 的所有纯态分解。即 FE 是 E 的凸延伸。Vidal 在参考文献[14]证明 

了如果下面的凹性条件成立，上面的 FE 是混合两体态上的纠缠单调。对于一个纯态
AB ABψ ∈ ，

Tr ABA
Bρ ψ ψ= 定义函数 : Ah +→� ： 

( ) ( )ABAh Eρ ψ ψ≡ 。                                (6) 

注意，由于 E 在局部酉下是不变的，我们必有 

( ) ( )†A Ah U U hρ ρ= ，                                (7) 

对于作用在 A 上的任何酉算子 U。如果 h 也是凹的，即 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21 1h h hλρ λ ρ λ ρ λ ρ+ − ≥ + −   ，                       (8) 

对于任意态 1 2,ρ ρ 和任意 0 1λ≤ ≤ ，则(5)中定义的 FE 是一个纠缠单调。 

2. 无限维系统的并发 

设 ABψ ∈ 其中 dim dimA B= = +∞  为纯态。回想一下， ψ 的并发 ( )C ψ 被定义为[15] 

( ) ( )2
A2 1 trC ψ ρ= − 。                               (9) 
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其中 ( )TrA Bρ ψ ψ= 。对于混合状态 ABρ ∈  [15]， 

( )
{ }

( )
,

inf
i i

i ip i
C p C

ψ
ρ ψ= ∑ ，                            (10) 

其中下确界取自 ρ 的所有可能系综{ },i ip ψ 。 
我们知道，对于有限维系统，纠缠的单配性与协作纠缠密切相关。给定有限维系统的两体纠缠 E 的

测度，其对应的协作纠缠 |AB C
cE 是三体混合态 ABCρ 上的纠缠测度，给出如下[16]： 

( ) ( )|

1
max

n
AB C ABC AB
c j j

j
p EE ρ ρ

=

= ∑ ，                        (11) 

其中最大值取自所有产生概率为 jp 的两体态 AB
jρ 的三体 LOCC 协议。按照同样的思路， cE 可以扩展到

E C= 的无限维情况： 

( ) ( )|

1
sup

n
AB C ABC AB
c j j

j
p CC ρ ρ

=

= ∑ ，                         (12) 

其中上确界取自所有产生概率为 jp 两体态 AB
jρ 三体 LOCC 协议。下面的定理证明了解纠缠条件和协作纠

缠之间的联系。 

2.1. 引理 

设 ABC ABCρ ∈ 其 dim ABC = ∞ 是满足解纠缠条件(3) (可能是混合的)三体态。那么， 

( ) ( )|AB AB C ABC
cC Cρ ρ= 。                             (13) 

证明：任意小的 ，在 ABCρ 上存在由 LOCC 得到的系综{ },AB
j jpρ 满足： 

( ) ( )|AB AB C ABC
j j c

j
p C Cρ ρ+ >∑  。                         (14) 

因为 C 两体纠缠单调，所以它不能平均增加： 

( ) ( ) ( )| |A BC AB AB C ABC
j j c

j
C p C Eρ ρ ρ≥ > −∑ 。                    (15) 

另一方面，根据定义 ( ) ( )|AB AB C ABC
cC Cρ ρ≤ ，因此与(3)我们得到(13)。 

2.2. 定义 

设 ABρ ∈ 其 dim dimA B= = +∞  为混合态。我们称 

( )
{ }

( )
,

: sup
i i

a i i
p i

C p C
ψ

ρ ψ= ∑ ，                           (16) 

为 ρ 的辅助并发，其中上确界取自于 ρ 的所有可能的系综{ },i ip ψ 。 
根据定义，很显然，一般来说， |AB C

c aC C≥ 。 

2.3. 推论 

设 ABCρ 是满足解纠缠条件(3)的纯三体态。那么， 

( ) ( )AB AB
aC Cρ ρ= 。                               (17) 

证明：证明直接来自引理 2.1，回顾 

( ) ( ) ( ) ( )| |AB AB AB C ABC A BC
a cC C C Cρ ρ ρ ρ≤ ≤ = ， 
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其中最后一个等式来自引理 2.1。因此，上面所有的不等式都是等式，因为我们假设解纠缠条件 

( ) ( )|A BC ABC Cρ ρ= 。这就完成了证明。 

3. 无限维并发的单配性 

3.1. 定理 

1) 如果
ABCABCρ ψ ψ= 是纯的，并且解纠缠条件(3)成立，那么 B 在系统 1 2B B 上具有同构于

( ) ( )
1 2

x xB B⊗  并且局部酉的子空间， 
1 2ABC AB B Cψ φ η= ，                                 (18) 

其中 1 1AB ABφ ∈ 和 2 2B C B Cη ∈ 是纯态。特别地， ACρ 是一个乘积态，因此 ( ) 0ACC ρ = ，所以 C 在纯三

体态上是单配的； 
2) 如果 ABCρ 是一个混合的三体态，并且 ( ) ( )|A BC ABC Cρ ρ= ，则 

ABCABC
x x x

x
pρ ψ ψ=∑ ，                               (19) 

其中{ }xp 是某种概率分布，并且对于每个 x，Hilbert 空间 B 具有同构于
( ) ( )
1 2

x xB B⊗  的子空间，使得直

到系统 B 上是局部酉的，每个纯态
ABC

xψ 由 
( ) ( )
1 2

x xABC AB B C
x x xψ φ η=                                 (20) 

给出。特别地，边缘态 ACρ 是可分的，因此 C 在混合的三体态上是单配的。 
证明：根据推论 2.3，如果解纠缠条件适用于纯三体态

ABCABCρ ψ ψ≡ ，那么 ABρ 的所有纯态分解

必有相同的平均纠缠。设{ },j jp ψ 是 ABρ 的任意纯态分解，其 ( )Rank ABn ρ= ， n ≤ +∞ 。则 

( ) ( )
1

n ABAB
j

j
C p Cρ ψ ψ

=

≤∑ ， 

其中不等式是由于 C 的凸性，并且等号成立，因为 ABρ 的所有纯态分解具有相同的平均纠缠。此外，由

于 C 是纠缠单调的，我们有 

( ) ( ) ( )|A BCAB AC C hρ ψ ψ ρ≤ = 。 

因此，用 ( )Tr
ABA

j B j jρ ψ ψ≡ 表示，我们得出结论，如果解缠结条件成立，那么我们有 

( ) ( )
1

n
A

j j
j

p h hρ ρ
=

=∑ 。 

假设
1

n
A A

j j
j

pρ ρ
=

=∑ 和 h 是严格凹的，我们得到 

, 1,2, ,A A
j j nρ ρ= = � 。 

设 ( )Rank dimA Br ρ≡ ≤  ，设 1B 是 B 的 r 维子空间，使得存在纯态 1 1AB ABφ ∈ ，其 A 部分的边

际为 Aρ 。因此，存在等距 jV ，使得 

( ) 1 , 1,2, ,
AB ABA

j jI V j nψ φ= ⊗ = � 。 

现在，设
1

n ABAB
k k k

k
qρ φ φ

=

=∑ 是 ρ 的具有相同数量的元素 n的另一个纯态分解。同理，存在等距 k ，

使得 
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( ) 1 , 1,2, ,AB ABA
k kI W k nφ φ= ⊗ = � 。 

另一方面，由于两个系综{ },
AB

j jp ψ 和{ }, AB
k kq φ 对应于相同的密度矩阵 ABρ ，所以它们必可通过

酉矩阵 ( )kjU u= 以如下形式关联： 

1

1 1

n nABAB ABA
k k kj j j kj j j

j j
q u p I u p Vφ ψ φ

= =

 
= = ⊗ 

 
∑ ∑ 。 

用
1

1 , 1,2, ,
n

k kj j j
jk

X u p V k n
q =

≡ =∑ � 来表示。我们有 

( ) ( )1 1AB ABA A
k kI X I Wφ φ⊗ = ⊗ 。 

因此我们得出结论， k kX W= 。这意味着 kX 对于酉矩阵 ( )kjU u= 的任意选择都是等距的。但是由于

( )kjU u= 是任意归一化向量。因此，我们得出结论，等距矩阵 jV 的任何线性组合都与等距矩阵成比例。 
我们现在讨论这个性质在 jV 形式上的结果。等距 jV 可以表示为 j jk

k
V v k=∑ ，其中 k 是 1

B 的正交基，

对于每个 j，{ }jk k
v 是 B 中的正交向量。考虑任意线性组合 j j

j
c V∑ 。它可以表示为

,
j jk k

k j k
c v k u k≡∑ ∑ ，

k j jk
j

u c v≡∑ 。因此， j jk
j

c v∑ 与等距成比例当且仅当对于所有 k k ′≠ ， 0k ku u′ =∣ 和 k ku u ′= 。注

意到 *

,
k k j j k j kj

j j
u u c c v v′ ′ ′ ′

′
= ∑ 。现在，对于一个固定的 k 和 k ′，与等距成比例当且仅当对于所有 k k ′≠ ，它

必等于零向量。因此，我们得出结论，对于一些独立于 k 的 jjd ′ 来说 0k j kjv v′ ′ = ，k k ′≠ 和 1k j kj jjv v d′ ′ ′= ≠ 。

注意，我们可以不失一般性地假设
ABAB

j j j
j

pρ ψ ψ=∑ 是 ABρ 的谱分解。在这种情况下，我们有 

( )

1 1

1 1

1 1

1 11

,

AB AB AB
j j kj kj

k k

AB AB
k

k

j kj
k

AB AB
jj

AB ABB
jj jj

I k v v k

I k v v k

I d k k

I d I

ψ ψ φ φ

φ φ

φ φ

φ φ δ

′
′

′

′

′ ′

 
′= ⊗ 

 
 = ⊗ 
 

 


 
= ⊗ 

 

= ⊗ =


 
∑

∑

∑
 

对任何给定的 k 都成立。我们现在得到了 

k j kj jj kkv v δ δ′ ′ ′ ′= 。 

表示 { }span B
kjv≡ ⊂  。那么上面的等式意味着对于 B 的某些子空间 2B ， 1 2B B≅ ⊗   ，特

别地，存在一个酉矩阵， BU ，将的基{ }kjv 与 1 2B B⊗  的基{ }1 2B Bk j 联系起来。因此，我们得出

结论： 

( )1 2 21B B BBB B
j jk

k k
V v k U k k j U I j = = ⊗ = ⊗ 

 
∑ ∑ 。 

因此， ( ) 1 2 , 1,2, ,
AB BA B

j jI U j j nψ φ= ⊗ = � 。因此， ( )( )( )1 2
†AB BAB A B A BI U I Uρ φ φ σ= ⊗ ⊗ ⊗ ，

https://doi.org/10.12677/aam.2024.133100


穆志琴，段周波 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.133100 1064 应用数学进展 
 

其中 2Bσ 是由 22 B CB
j

j
jp jσ =∑ 给出的某个密度矩阵。由于在 ABC 的 ABρ 的所有纯化都是通过 C 上的 

局部幺正相关联的，我们得出结论，
ABCψ 具有等式(18)到局部幺正的形式。因此 ACρ 是乘积状态，因此

( ) 0ACE ρ = 。这就完成了第 1 部分的证明。 

{ }, ABC
x xp ψ 是

ABCABC
x x x

x
pρ ψ ψ=∑ 的最优纯态分解，满足 

( ) ( )|| A BCA BC
x x

x
C p Cρ ψ=∑ 。 

用 ( )ABCAB
x c x xTrρ ψ ψ≡ 表示，注意 

( )AB ABC AB
c x x

x
Tr pρ ρ ρ≡ =∑ 。 

因此，若 ( ) ( )|A BC ABC Cρ ρ= ，则 

( ) ( ) ( )|A BC AB AB
x x x x

x x
p C C p Cψ ρ ρ= ≤∑ ∑ ， 

其中使用 C 的凸性。 
另一方面，因为 C 是对于 x 的纠缠测度，我们有 

( ) ( )|A BC AB
x xC Cψ ρ≥ 。 

结合等式，有这样的结论： 

( ) ( )|A BC AB
x xC Cψ ρ= 。 

因此，第二部分余下证明同第一部分证明一样。 
注意，如果上述定理第二部分中的系统 B 的维数不大于 3，那么对于每个 x，我们必须有

( )
1

xB 或
( )
2

xB

是一维的。因此，我们得到以下推论。 

3.2. 推论 

使用与上述定理相同的符号，如果 ( ) ( )|A BC ABC Cρ ρ= 和 dim 3B ≤ ，则 ABCρ 是二可分的，特别是它

允许形式 

( )| |1ABC A BC AB Ct tρ σ γ= + − ，                             (21) 

其中 |A BCσ 是 |A BC 可分的， |AB Cγ 是 |AB C 可分的， [ ]0,1t∈ 。特别地，如果
ABCABCρ ψ ψ= 是一个纯态，

那么
ABCψ 的形式为

AB Cφ η 或
A BCφ η 。 

最后讨论了纠缠测度的严格凹性。纠缠的许多可操作测度，如纠缠的相对熵、纠缠成本和可蒸馏纠

缠，都在两体纯态上约化为根据约化态的冯·诺依曼熵给出的纠缠熵。冯·诺依曼熵 ( ) ( )Tr logH ρ ρ ρ≡ −

已知是严格凹[17]，因此它们在纯三体态上都是单配的。对于 E 为负的特殊情况上述定理的第一部分推

广了参考文献[18]中解纠缠定理中证明的类似结果。它证明了许多纠缠测度在纯三体态上是单配的，而它

们在等式(5)中定义的凸延伸即证明在混合三体态上也是单配的。 
任何函数可以表示为 

( ) ( ) ( )Trg j
j

H g g pρ ρ= =   ∑ ，                          (22) 

其中 jp 是 ρ 的特征值，如果 ( ) 0g p′′ < 对所有 0 1p< < ，则函数是严格凹的。这包括 0q > 的量子 Tsallis-q
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熵[19]。特别地，线性熵(或 Tsallis-2 熵)是严格凹的，因此纠缠是单配的纠缠测度，因为它是根据凸延伸

定义的。另一个重要的例子是 Rényi-α 熵[20] [21] [22]。对于 Rényi 参数 [ ]0,1α ∈ ，Rényi 熵是严格凹的(参
见参考文献[14])，但是一般来说，对于 1α > ，Ŕenyi 熵甚至不是凹的(尽管它们是 Schur 凹的)。据作者所知，

除了 1α > 的α -Rényi 纠缠熵这种情况外，文献中深入研究的所有其他纠缠测度在纯两体态上都对应于约

化密度矩阵的严格凹函数。这些包括负性、纠缠、并发、G-并发和纠缠的 Tsallis 熵。 
总之，我们表明，根据参考文献[12]中提出的无不等式的单配性的新定义，许多被认为不是单配的(不

考虑具体的单配性关系[13])的纠缠测度，如形成纠缠，实际上是单配的。这个新定义等价于定量不等式

(4)，但关键区别在于，指数因子α 可以取决于基本维度。因此，这里给出的结果支持单配的非普遍(即维

度相关)定义。许多重要纠缠测度不是普遍单配的[13]，这可能让人觉得单配性不能归因于纠缠本身，而

是用于量化纠缠的特定度量的属性。此外，如文献[13]所示，纠缠度量不能同时保持忠实性(如文献[13]
中所定义的)和普遍单配性。通过采用一个新的单配性定义，我们避免了这些问题，这个新定义允许非普

遍单配性关系，同时保持一种定量的表达方式，如(4)。 
虽然我们不能证明所有的纠缠测度都是单配的(根据参考文献[12]中的定义)，但我们也不了解任何非

单配的连续纠缠度量。可能的情况是，所有的连续纠缠度量都是单配的，这将支持我们的观点，即单配

性是纠缠的属性，而不是某些特定函数量化纠缠的属性。 
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