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摘  要 

讨论了模糊软集上的三支决策问题。通过模糊软集上的模糊优势熵关系来构造模糊优势熵矩阵，从而提

出模糊软集上的三支决策方法。首先，介绍了传统的优势关系和σ 优势关系，类比两种优势关系提出了

优势熵关系的定义；其次，通过优势熵关系构造了优势熵矩阵及定义了优势熵类，基于优势熵类给出了

模糊占优度的定义，依据优势熵矩阵定义模糊软集的损失函数表，计算模糊软集的三支决策阈值，结合

模糊占优度来实现模糊软集的三支决策。最后，通过一个算例以及相关的对比分析，验证了本文所提三

支决策方法的实用性和有效性。 
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Abstract 
The three-way decision problem on fuzzy soft sets is discussed. The fuzzy dominant entropy ma-
trix is constructed by the fuzzy dominant entropy relationship on the fuzzy soft set, and the 
three-way decision method on the fuzzy soft set is proposed. Firstly, it introduces the traditional 
dominance relationship and σ  dominance relationship, and puts forward the definition of do-
minance entropy relationship by analogy. Secondly, the dominant entropy matrix is constructed 
and the dominant entropy class is defined based on the dominant entropy class. The fuzzy domin-
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ance degree is defined based on the dominant entropy class. The loss function table of the fuzzy 
soft set is defined based on the dominant entropy matrix, and the three decision thresholds of the 
fuzzy soft set are calculated. The three decisions of the fuzzy soft set are realized by combining the 
fuzzy dominance degree. Finally, through a numerical example and relevant comparative analysis, 
the practicability and effectiveness of the three decision-making methods proposed in this paper 
are verified. 
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1. 引言 

软集理论是俄罗斯学者 Molodtsov 于 1999 年提出的用于处理模糊性、不确定性问题的数学工具，该

理论相较于其它理论弥补了参数化不足的问题，从参数化角度描述对象与集合之间的关系，是对集合中

的对象进行“近似”性的刻画，而无需精确的信息就能够反应出对象与集合之间的关系[1]。但是软集理

论中参数的取值只能为 0 或 1，该种取值不利于处理含有复杂模糊信息的问题，在对象的属性程度上的

描述也存在不足。于是 Maji 等人在 2001 年将模糊集和软集理论相结合，创新性地提出了模糊软集[2]的
概念。模糊软集将软集理论与模糊集理论相结合，将软集的参数取值从{0, 1}的二值集合拓展为[0, 1]区间

上的数值，从参数化和程度化的角度描述了对象所具有的属性特点。现存的模糊软集的研究主要集中在

模糊软集的运算及性质[3] [4] [5]、模糊软集与其它不确定性理论的结合[6] [7] [8] [9] [10]、模糊软集的决

策及参数约简[11] [12] [13] [14]上。 
三支决策[15]是姚一豫等人在决策粗糙集的理论模型基础上提出的决策理论，相较于传统二支决策肯

定与否定的决策行为，三支决策增加了对了解不全面、不充分的事物的延迟决策的处理。三支决策的理

论思想为将对象整体分为三个部分，且分别对这三个部分采取接受、拒绝和延迟决策的行为。该决策方

法为复杂问题提供了简洁高效的解决方法，且一经提出得到了迅速的发展。但是三支决策在软集领域的

应用较少，巩增泰等人[16]将直觉模糊集诱导为软集，利用三支决策理论提出了软集三支决策的定性模型

和定量模型。冯峰等人[17]利用软粗糙集理论建立了一种基于犹豫模糊集的广义粗糙模型，借助给定的预

决策集，计算软上近似集并确定评价函数，提出了一种基于软粗糙集的犹豫模糊三支决策方法。 
现实中我们获取的数据之间通常存在着一定的偏好或有序关系，基于等价关系的经典粗糙集理论难

以处理这类偏好或有序信息，为此，Greco 定义了一种新的二元关系——优势关系[18]。但是由于传统优

势关系普遍存在条件过于苛刻、对关系的描述过于粗略等缺点，无法精确地刻画两个对象之间的差异，

限制了它们在实际问题的应用，因此吴家明等人提出了优势关系、劣势关系与信息熵的结合——σ 优劣

关系熵[19]。以上优势关系的计算中都只考虑优势参数的个数，而未将参数值纳入计算中，导致从程度上

刻画对象间的优势关系不够深入，因此本文在σ 优劣关系熵的基础上纳入参数值的计算，提出优势熵关

系。在模糊软集决策应用领域的研究工作中鲜有报道模糊软集三支决策方法的研究，因此本文结合优势

熵关系提出模糊占优度，从而对模糊软集进行三支决策。 
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2. 基础知识 

定义 1.1 [1]设 U 为非空有限论域，E 是参数集， ( )P U 为论域 U 的幂集， A E⊆ ，称序对 ( ),F A 为

论域 U 上的软集，若 F 是 A 到 ( )P U 的一个映射，即 ( ):F A P U→ ，对于 e A∀ ∈ ， ( )F e U⊆ ， ( )F e 称

为软集 ( ),F A 的 e-近似集合。 
定义 1.2 [2]设 U 为非空有限论域，E 是参数集。A E⊆ ， ( )U 是 U 上所有模糊子集所组成的集合，

称序对 ( ),F A 是 U 上的模糊软集，其中 F 是 A 到 ( )U 的一个映射，即 ( ):F A U→  。 
对于任意的 e A∈ ， ( )F e 可以看作是模糊软集 ( ),F A 的 e-近似集合，且 ( )F e 可以被表示为 

( ) ( ) ( )
.F e x

F e x U
x

µ  = ∈ 
  






 

其中， ( ) ( ) [ ]0,1F e xµ ∈
 表示对象 x 属于模糊集 ( )F e 的隶属度。 

软集是用 0 和 1 的精确化描述来对参数进行近似，模糊软集将参数的取值取在区间 [ ]0,1 内，用区间

[ ]0,1 间的数来对参数进行模糊近似，用模糊近似代替了软集的精确近似。模糊软集从程度化和参数化的

角度来描述客观事物，并通过程度化描述“是”或“不是”的中间状态，更符合人类的思维逻辑[20]。 
例 1.1 设 { }1 2 6, , ,U x x x=  表示房子的集合，A 是参数集合且 

{ } { }1 2 5, , , cheap, wooden,bieatiful,environment, trafficA e e e= =  

模糊软集 ( ),F A 可以表示为： 

( )1
1 2 3 4 5 6

0.1 0.3 0.6 0.2 0.1 0.8, , , , ,F e
x x x x x x

 
=  
 

 ， ( )2
1 2 3 4 5 6

0.6 0.3 0.4 0.3 0.1 0.2, , , , ,F e
x x x x x x

 
=  
 

 ， 

( )3
1 2 3 4 5 6

0.5 0.3 0.4 0.2 0.4 0.1, , , , ,F e
x x x x x x

 
=  
 

 ， ( )4
1 2 3 4 5 6

0.2 0.5 0.3 0.7 0.5 0.2, , , , ,F e
x x x x x x

 
=  
 

 ， 

( )5
1 2 3 4 5 6

0.1 0.3 0.6 0.2 0.1 0.8, , , , ,F e
x x x x x x

 
=  
 

 . 

这里模糊软集 ( ),F A 所描述的是对于购买者来说“房子的吸引力”。为了方便储存及直观表示，可

以将模糊软集 ( ),F A 用一个二维表格表示，如表 1 所示： 
 

Table 1. Fuzzy soft set ( ),F A  

表 1. 模糊软集 ( ),F A  

U e1 e2 e3 e4 e5 

x1 0.1 0.6 0.5 0.2 0.5 

x2 0.3 0.2 0.3 0.5 0.2 

x3 0.6 0.4 0.4 0.3 0.6 

x4 0.2 0.3 0.2 0.7 0.4 

x5 0.1 0.1 0.4 0.5 0.3 

x6 0.8 0.2 0.1 0.2 0.1 
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定义 1.3 [21]设 ( ),F A 是论域 U 的一个模糊软集， ,e A x U∀ ∈ ∈ 满足条件 ( ) ( ) 0F e x = ，即所有对象

在所有参数下的隶属度为 0，则称 ( ),F A 为模糊零软集； ,e A x U∀ ∈ ∈ 满足条件 ( ) ( ) 1F e x = ，即所有对

象在所有参数下的隶属度为 1，则称 ( ),F A 为模糊全软集。 
定义 1.4 [21]设 ( ),F A 和 ( ),G B 是论域 U 的两个模糊软集，若 ,A B a A⊆ ∀ ∈ 使得 ( ) ( )F a G a=  成立，

则称 ( ),F A 为 ( ),G B 的模糊软子集，记为 ( ) ( ), ,F A G B⊆  ；如果满足 ( ) ( ), ,F A G B⊆  且 ( ) ( ), ,G B F A⊆  ，则

( ),F A 和 ( ),G B 是模糊软相等的，即 ( ) ( ), ,F A G B=  。 
在实际问题的分析中，我们所获得的数据之间通常存在着一定的偏好或有序关系，这导致对象之间

也存在优势或劣势关系。下面是模糊软集上的优势关系的定义。 
定义 1.5 [22]设 ( ),F A 是论域 U 上的一个模糊软集，称 AR<为模糊软集的优势关系，即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, ,A m n j m j n jR x x U U F e x F e x e A> = ∈ × ≥ ∀ ∈   

( ) ( )j mF e x 为对象 mx 在参数 je 下的参数值。 

mx 在任意参数 je 下的取值均大于等于对象 nx 的值，则 ( ),n mx x 满足该优势关系，表示在该模糊软集

中对象 mx 比 nx 更具有优势。 
定义 1.6 [22]设 ( ),F A 是论域 U 上的一个模糊软集， , ,m nx x U m n∀ ∈ ≠ ，定义 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, ,A m n j j m j n jd x x e F e x F e x e A= ≥ ∈   

为对象 mx 和 nx 的优势参数集，称矩阵 ( )( ) ,
,A m n m n U

D d x x
≤

= 为优势矩阵，其中优势矩阵为 U U× 维

的矩阵且 ( ),A m md x x = ∅。 

但是由于该定义中优势关系的条件过于苛刻，且存在对关系的描述上过于粗略的缺点，故刻画两个

对象间的差异不够精确，限制了这些对象在实际问题中的应用，因此吴家明[19]等人提出了优势关系、劣

势关系与信息熵的结合——σ 优劣关系熵。 
定义 1.7 [19]设 ( ), , , ,S U C V f σ= 为一个基于σ 的优劣关系的信息系统，其中 { }1 2, , , nU u u u=  为对

象集， { }1 2, , , mC c c c=  为非空有限属性集，
k

k
c

c C
V V

∈
=  是所有属性值的集合，

kcV 是属性 kc C∈ 的值域，

且属性值域
kcV 有偏好次序。 :f U C V× → 是一个信息函数， ,kc C u U∀ ∈ ∈ ， ( ),

kk cf u c V∈ ，( )1,2, ,k m=  ，

σ 为参数且 ](0,1σ ∈ 。则σ 优势关系定义为： 

( ) ( ) ( ) { }1 2, , , , , , , ,i j i j i kl j kl kl k k kp
Pu u u u f u c f u c c c c c C
m

σ σ = ≥ ∈ ⊆ ≥ 
 

   

表示 iu 在σ 程度上优于 ju 。 
相较于传统的优势关系，σ 优势关系提出了优势程度参数σ 的概念，能够更加灵活的刻画两个样本

之间的优势程度。 
定义 1.8 [19]设 ( ), , , ,S U C V f σ= 为一个基于σ 的优劣关系的信息系统，对于任意 u U∈ ，u 的σ 优势

类定义为： [ ] { }u v v u v Uσ σ= ∧ ∈ 。 
定义 1.9 [19]设 ( ), , , ,S U C V f σ= 为一个基于σ 的优劣关系的信息系统，其中 { }1 2, , , nU u u u=  为对 

象集，则σ 的优势关系矩阵定义为： [ ] ( )i j
n n

R u uσσ

×
 =   ，其中， 

[ ] ( ) [ ]
[ ]

1,

0,
j i

i j
j i

u u
u u

u u

σ
σ

σ

 ∈= 
∉

， ( ), 1,2, ,i j n=  . 

定义 1.10 [19]令 Rσ 是 U 上的σ 优势关系矩阵，则σ 优势关系熵定义为 
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( ) 2log
R

H R
U

σ
σ = −  

其中， ⋅ 表示矩阵的基数。 
σ 优劣关系熵可以从不同粒度的层次上对目标概念的不确定性进行度量[19]。但是无论是传统的优

势关系还是上述定义的σ 优势关系，它们都只考虑不同属性值下的大小来确定优势关系，而没有将属性

值纳入计算中，因此本文提出了优势熵关系。介绍优势熵关系前，首先引入模糊软矩阵及取优运算的概

念。 
定义 1.11 [14]设 ( ),F A 是论域 U 的一个模糊软集，定义模糊软矩阵 ( )ij U A

M m
×

= ，其中

( ) ( )
jij iF e

m xµ=
 1,2, ,i U=  ， 1,2, ,j A=  。具体如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 1 1
A

A

F e F e F e

U U UF e F e F e

x x x

M

x x x

µ µ µ

µ µ µ

 
 
 =  
 
  

 



 





   



  

  

. 

其中， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

,:
A

i i iF e F e F e
M i x x xµ µ µ =  

 
 



   为模糊软矩阵的第 i 行，表示对象 ix 在各个参数 

下的取值向量。 
定义 1.12 设 ( ),F A 是论域 U 的一个模糊软集，M 为 ( ),F A 的模糊软矩阵， ,i jx x U∀ ∈ ，定义符号∨

为两对象的取优运算，对象 ix 与 jx 的取优运算为 

( ) ( ) [ ]1,: ,: , 1,2, ,k AM i M j m k A
×

∨ = =

  

记为 i jX


，其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

,

0,
k k k

k k

i i jF e F e F e
k

i jF e F e

x x x
m

x x

µ µ µ

µ µ

 ≥= 
<

  

 

  

 

， ( )1,2, ,k A=  . 

i jX


表示对比对象 ix 与 jx 的各参数下的取值，保留 ix 大于等于 jx 的参数值。得到两对象的取优向量后，

可定义两对象的优势熵及模糊软集的优势熵关系。 
定义 1.13 设 ( ),F A 是论域 U 的一个模糊软集， ,i jx x U∀ ∈ ，对象 ix 与 jx 在参数子集 A 下的优势熵定

义为 

( ) log i j
i j

X
H X

A
= − 



. 

其中， i jX


表示对向量 i jX


的各元素求和， A 表示求集合 A 的基数。 ( )i jH X


表示对象 ix 在参数集 A
下优于对象 jx 的熵值，称 ARH  为模糊软集的优势熵关系，即： 

( ) ( ) ( ){ },A i j j i i jRH x x U U H X H X= ∈ × ≥

 

. 

优势熵关系相较于上述定义的传统优势关系和σ 优势关系，将对象的属性值纳入了计算中，在比较

两个对象优势关系的同时，对它们的优势程度也有了一定的刻画。 
定义 1.14 设 ( ),F A 是论域 U 的一个模糊软集， ,i jx x U∀ ∈ ，定义 
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( ) ( ), log i j
i j i j

X
d x x H X

A
= = − 



 

为对象 ix 优于 jx 的优势熵值，称矩阵 ( )( )
,

,i j i j U
D d x x

≤
= 为优势熵矩阵，其中优势熵矩阵为 U U× 维 

的矩阵。 
定义 1.15 设 ( ),F A 是论域 U 的一个模糊软集，称 

[ ] ( ){ },i j i j AAx x U x x RH= ∈ ∈

  

为对象 ix 的优势熵类。 
性质 1.1 设 ( ),F A 和 ( ),G B 是论域 U 的两个模糊软集，( ),F A 为 ( ),G B 的模糊软子集，A B⊆ ， ARH 

和 BRH  分别为 ( ),F A 和 ( ),G B 上的优势熵关系， ix U∀ ∈ ， [ ]i Ax 

和 [ ]i Bx 

分别为 ix 在优势熵关系 ARH  和

BRH  下的优势熵类，M 为 ( ),F A 的模糊软矩阵，有如下性质： 
1) ARH  是自反的和传递的； 
2) A B⊆ ，有 B ARH RH⊆  ； 

3) A B⊆ ，有 [ ] [ ]i iB Ax x⊆ 

； 

4) [ ]i jA A
x x =  





当且仅当 ( ) ( ),: ,:M i M j= ； 
5) x U∀ ∈ ，有 [ ]Ax ≠ ∅

且 [ ]Ax U
x U

∈
=

 。 

定义 1.16 设 ( ),F A 是论域 U 的一个模糊软集， [ ]i Ax 

为对象 ix 在优势熵关系 ARH  下的优势熵类，称 

( )
[ ]i A

i

x
x

U
γ =



  

为对象 ix 的模糊占优度，其中 ⋅ 表示集合的基数。 
对象的优势熵类表示的是该对象所优于的对象的集合，模糊占优度是指该对象优势熵类的基数与论

域的基数的比值，模糊占优度反应了该对象在这个模糊软集中所占优势的程度，模糊占优度越高，所占

优势程度越大。 
例 1.2 某人想要购买一部手机，销售员为其挑选了六部手机供其选择，模糊软集 ( ),F A 描述了该人对

6 部手机的购买意愿和看法，6 部手机的集合为 { }1 2 3 4 5 6, , , , ,U x x x x x x= ，手机参数构成的参数集为

{ }1 2 3 4 5, , , ,A e e e e e= ，其中 1 2 3 4 5, , , ,e e e e e 分别表示“手机价格”，“屏幕尺寸”，“内存容量”，“处理

器型号”，“操作系统”。模糊软集 ( ),F A 的信息表如表 2 所示。 
 

Table 2. Fuzzy soft set ( ),F A  

表 2. 模糊软集 ( ),F A  

U e1 e2 e3 e4 e5 

x1 0.3 0.3 0.7 0.6 0.4 

x2 0.5 0.8 0.6 0.4 0.2 

x3 0.2 0.7 0.4 0.5 0.3 

x4 0.7 0.6 0.5 0.6 0.1 

x5 0.6 0.2 0.8 0.7 0.3 

x6 0.4 0.1 0.7 0.6 0.9 
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要求该模糊软集的优势熵矩阵，首先求出每个对象的优势熵值： 

( )1 1
0.3 0.3 0.7 0.6 0.4log 0.337

5
H X + + + +

= − =


， ( )1 2
0.7 0.6 0.4log 0.469

5
H X + +

= − =


， 

( )1 3
0.3 0.7 0.6 0.4log 0.398

5
H X + + +

= − =


， ( )1 4
0.7 0.6 0.4log 0.469

5
H X + +

= − =


，， 

( )6 5
0.9log 0.745
5

H X = − =


， ( )6 6
0.4 0.1 0.7 0.6 0.9log 0.268

5
H X + + + +

= − =


. 

得出优势熵矩阵为 

0.337 0.469 0.398 0.469 0.854 0.495
0.585 0.301 0.420 0.495 0.796 0.585
0.854 0.796 0.377 0.699 0.699 0.854
0.420 0.585 0.444 0.301 0.585 0.420
0.377 0.319 0.319 0.444 0.284 0.337
0.284 0.357 0.284 0.357 0.745 0.268

D

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

 

由优势熵类的定义可求得各对象的优势熵类及模糊占优度为： 

[ ] { }1 1 2 3, ,Ax x x x=

， [ ] { }2 2 3 4, ,Ax x x x=

， [ ] { }3 3Ax x=

， [ ] { }4 1 3 4, ,Ax x x x=

， 

[ ] { }5 1 2 3 4 5 6, , , , ,Ax x x x x x x=

， [ ] { }6 1 2 3 4 6, , , ,Ax x x x x x=

。 

( )1
3
6

xγ = ， ( )2
3
6

xγ = ， ( )3
1
6

xγ = ， ( )4
3
6

xγ = ， ( )5
6
6

xγ = ， ( )6
5
6

xγ = 。 

3. 基于优势熵矩阵的模糊软集的三支决策方法 

3.1. 相对损失函数 

传统的二支决策思想为将一个整体划分为两个部分，并对这两个部分分别采取接受和拒绝的行动。

三支决策作为二支决策的延伸与发展，近年来受到广泛的关注与研究。三支决策理论是关于思维、问题

解决和信息处理的三元理论[23]。当面对一个复杂的整体时，通常会将其分解为三个部分，以实现一个高

层次、快速、易于理解的概念化。三支决策的决策框架为三分-行为-结果(TAO)，它由三个部分组成[24]： 
1) 将目标整体进行三分，将其分为三个部分， 
2) 对这三个部分设计处理策略， 
3) 将三分法和行动相结合，得到一个理想的结果。 
由 TAO 模型可看出，三支决策的三分是关键，在研究三分的问题上，Yao [25]提出了一种在集合理

论中基于评估的模型，首先给出需要评估的实例，例如学生的成绩、患者的血压、软件的性能等，在根

据它们的评估值，通过一对阈值来将对象集合划分为三个分别具有高，中和低值的对象子集。 
定义 2.1 [26]设非空集合 U 为对象的论域。函数 [ ]: 0,1e U → 称为求值函数。对于 x U∈ ， ( )e x 称为

x 的评估值。给定一对阈值 ( ), , 0 1α β β α≤ ≤ ≤ ，可以将 U 分为正区域、负区域和边界区域，如下所示： 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

,

,

,

,

,

.

POS e x U e x

NEG e x U e x

BND e x U e x

α β

α β

α β

α

β

β α

= ∈ ≥

= ∈ ≤

= ∈ < <

 

条件 β α< 确保这三个区域是两两不相交的。 
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对集合进行三划分以后，需要对这三个划分后的子集设计相应的处理策略，对这三个区域构建接受、

拒绝和既不接受也不拒绝的决策规则，即对于 x U∈ ： 
(P) 如果 ( ) ( ),x POS eα β∈ ，即 ( )e x α≥ ，则接受 x； 
(N) 如果 ( ) ( ),x NEG eα β∈ ，即 ( )e x β≤ ，则拒绝 x； 
(B) 如果 ( ) ( ),x BND eα β∈ ，即 ( )e xβ α< < ，则既不接受也不拒绝 x。 
也就是说当一个对象的评估较高，属于闭区间 [ ],1α 时，对该对象采取接受的策略；当一个对象的评

估值较低，属于闭区间 [ ]0,β 时，对该对象采取拒绝的策略；当一个对象的评估值既不高也不低，属于开

区间 ( ),α β 时，则对该对象采取既不接受也不拒绝的策略，即做出不承诺的决策。本文用模糊占优度来

作为对象的评估函数，给出对象的评估值。 
定义 2.2 设 ( ),F A 是论域 U 上的一个模糊软集，给定一对阈值 ( ), , 0 1α β β α≤ ≤ ≤ ，可以将 U 分为正

区域、负区域和边界区域，如下所示： 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

,

,

,

,

,

.

POS x U x

NEG x U x

BND x U x

α β

α β

α β

γ γ α

γ γ β

γ β γ α

≥ ≥

≥ ≥

≥ ≥

= ∈ ≥

= ∈ ≤

= ∈ < <

 

条件 β α< 确保这三个区域是两两不相交的。 
模糊占优度 ( )xγ ≥ 表示的是对象在该模糊软集所有对象中的占优程度，若一个对象的占优程度较高，

属于闭区间 [ ],1α 时，则将该对象划分到正域中；若一个对象的占优程度较低，属于闭区间 [ ]0,β 时，则

将该对象划分到负域中；若一个对象的占优程度既不高也不低，属于闭区间 [ ],α β 时，则将该对象划分

到边界域中。分别对这三个区域构建不同的决策规则，即对于 x U∈ ： 
(P) 如果 ( ) ( ),x POS α β γ ≥∈ ，即 ( )xγ α≥ ≥ ，则接受 x； 
(N) 如果 ( ) ( ),x NEG α β γ ≥∈ ，即 ( )xγ β≥ ≤ ，则拒绝 x； 
(B) 如果 ( ) ( ),x BND α β γ ≥∈ ，即 ( )xβ γ α≥< < ，则既不接受也不拒绝 x。 
由上可知，将对象集合三分的关键是阈值的选取，在决策粗糙集中是通过引入损失函数，以最小化

决策风险为目标来对阈值 ( ),α β 进行求解。 
两种状态集 { }, CX XΩ = 表示事件属于 X 或不属于 X 两种状态，决策集 { }, ,P B NA a a a= 表示将对象划

分到正域、边界域或负域的决策行为，用 PPλ 、 BPλ 、 NPλ 分别表示当 x C∈ 时，采取 , ,P B Na a a 决策行为

时的损失函数值；用 PNλ 、 BNλ 、 NNλ 来分别表示当 Cx X∈ 时，采取 , ,P B Na a a 决策行为时的损失函数值，

则决策损失矩阵如表 3 所示。 
 

Table 3. Decision loss matrix 
表 3. 决策损失矩阵 

 X XC 

aP PPλ  PNλ  

aB BPλ  BNλ  

aN NPλ  NNλ  

 
表中， PPλ 及 NNλ 表示做出正确分类带来的损失值， NPλ 及 PNλ 表示做出错误分类所带来的损失值，

BPλ 及 BNλ 表示做出延迟决策所带来的损失值，根据最小风险 Bayes 决策原则，通过计算代价函数[15]可
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得 

( ) ( )
PN BN

PN BN BP PP

λ λα
λ λ λ λ

−
=

− + −
，

( ) ( )
BN NN

BN NN NP BP

λ λβ
λ λ λ λ

−
=

− + −
 

随着对阈值求解研究的更加深入，Liu [27]将绝对损失函数替换为相对损失函数，将阈值重写为 

( )

( ) ( )

P B N

P B N B P P

λ
α

λ λ
−

− −

=
+

，
( )

( ) ( )

B N N

B N N N B P

λ
β

λ λ
−

− −

=
+

 

其中， ( )P B Nλ − 表示当 cx C∈ 时，将对象放入正域和边界域时的损失差异，同理 ( )B P Pλ − 、 ( )B N Nλ − 、 ( )N B Pλ − 。

[28]将 PPλ 、 BPλ 、 NPλ 减去 ( )min Pλ


，同理 PNλ 、 BNλ 、 NNλ 减去 ( )min Nλ


得到相对损失函数表如表 4 所

示 
 

Table 4. Relative loss function table 
表 4. 相对损失函数表 

 X XC 

aP 0 PNλ  

aB BPλ  BNλ  

aN NPλ  0 

 
其中， BP BP PPλ λ λ= − ， NP NP PPλ λ λ= − ， PN PN NNλ λ λ= − ， BN BP NNλ λ λ= − 。 

3.2. 基于优势熵矩阵的模糊软集三支决策方法 

优势熵矩阵的每一行表示该对象优于除自己本身外其他对象的熵值，由于优势熵的计算公式是单调 
递减的，故熵值越小则表示该对象越优，每一行的最小熵值 ( )minjH x ≥ 表示该对象优于其它对象的最大

程度，最大熵值 ( )maxjH x ≥ 表示该对象优于其它对象的最小程度，该行的平均熵值 ( )averagejH x ≥ 反映了该 

对象优于其它对象的综合优势程度。Liu 和 Zhou [29]在求相对损失函数值时引入了一个参数 [ ]0,1∂∈ 来求

延迟决策时的损失函数值，本文同样引入参数 [ ]0,1∂∈ 来求边界域内对象的损失值。则基于优势熵值的

相对损失函数表如表 5 所示。 
 

Table 5. Relative loss function table 
表 5. 相对损失函数表 

 X XC 

aP 0 ( ) ( )
max minj jH x H x≥ ≥−

 

 

aB ( ) ( )( )max averagej jH x H x≥ ≥∂ −
 

 ( ) ( )( )max minj jH x H x≥ ≥∂ −
 

 

aN ( ) ( )
max averagej jH x H x≥ ≥−

 

 0 

 
这里的 PPλ 和 NNλ 都取零是指正确划分对象所产生的损失值为零，当对象不属于 X 时，将其划分到正 

域中所产生的损失值为 ( ) ( )max minj jH x H x≥ ≥−
 

，意味着对象在该模糊软集中越优， ( )minjH x ≥ 越小，错
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误分类所产生的损失值 PNλ 越大；当对象属于X时将其划分到负域的损失值为 ( ) ( )max averagej jH x H x≥ ≥−
 

，

意味着对象的优势熵值越稳定，错误分类所产生的损失值 NPλ 越小；用 ( ) ( )( )max averagej jH x H x≥ ≥∂ −
 

和

( ) ( )( )max minj jH x H x≥ ≥∂ −
 

表示延迟决策所带来的损失，其中参数 [ ]0,1∂∈ ，由此可得阈值分别为： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

max min

max min max average

1

1

j j
i

j j j j

H x H x

H x H x H x H x
α

≥ ≥

≥ ≥ ≥ ≥

− ∂ −
=

− ∂ − + ∂ −

 

   

， 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

max min

max min max average
1

j j
i

j j j j

H x H x

H x H x H x H x
β

≥ ≥

≥ ≥ ≥ ≥

∂ −
=
∂ − + − ∂ −

 

   

. 

为了更符合现实情况和语义，认为每个对象都有六个损失函数，因此每个对象都能求出两个阈值，

为了减少由于多个阈值而增加的决策风险，计算它们的平均阈值，通过平均阈值来反映阈值的总体趋势，

为决策过程提供便利，计算公式为[30]： 

1

1 n

i
in

α α
=

= ∑ ，
1

1 n

i
in

β β
=

= ∑ . 

续例 1.2：计算得该模糊软集得优势熵矩阵为 

0.337 0.469 0.398 0.469 0.854 0.495
0.585 0.301 0.420 0.495 0.796 0.585
0.854 0.796 0.377 0.699 0.699 0.854
0.420 0.585 0.444 0.301 0.585 0.420
0.377 0.319 0.319 0.444 0.284 0.337
0.284 0.357 0.284 0.357 0.745 0.268

D

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

 

取 0.3∂ = ，依据表 5 来计算每个对象的相对损失函数表，如表 6 所示： 
 

Table 6. Table of relative loss functions for each object 
表 6. 各对象相对损失函数表 

x1 X XC 

aP 0 0.517 

aB 0.105 0.155 

aN 0.35 0 

x2 X XC 

aP 0 0.495 

aB 0.08 0.149 

aN 0.266 0 

x3 X XC 

aP 0 0.477 

aB 0.042 0.143 

aN 0.141 0 
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续表 

x4 X XC 

aP 0 0.284 

aB 0.038 0.085 

aN 0.126 0 

x5 X XC 

aP 0 0.16 

aB 0.029 0.048 

aN 0.097 0 

x6 X XC 

aP 0 0.477 

aB 0.109 0.143 

aN 0.362 0 

 
得到相对损失函数以后，可求得每个对象的阈值及最终阈值，如表 7 所示： 
 

Table 7. Threshold table 
表 7. 阈值表 

 iα  iβ  

x1 0.775 0.388 

x2 0.812 0.445 

x3 0.889 0.591 

x4 0.840 0.490 

x5 0.794 0.414 

x6 0.754 0.360 

平均 0.811 0.448 

 
得到阈值后，根据每个对象的模糊占优度对对象进行三支决策，决策表如表 8 所示： 
 

Table 8. Decision table 
表 8. 决策表 

 x1 x1 x1 x1 x1 x1 

( )ixγ ≥  0.5 0.5 0.167 0.5 1 0.833 

决策 B B N B P P 

 
由此可得，销售员可向其推荐第 5 和第 6 部手机供其选择购买，可将第 1、2、4 部手机纳入考虑之

中，可不考虑第 3 部手机。 
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4. 算例分析 

通过对葡萄干质量的判定实例来验证本文所提三支决策方法的实用性和有效性。 

4.1. 实例验证 

有一批种植的不同品种的葡萄所制成的葡萄干样本，数据来源于 UCI 数据库，选取某一品种的 50
个样本，将其标记为 { }1 2 50, , ,U x x x=  ，判定该批葡萄干样本的质量所考虑的参数共七个，分别为葡萄

干的面积(e1)、长轴长度(e2)、短轴长度(e3)、偏心率(e4)、凸面积(e5)、范围(e6)及周长(e7)。本例中的两种

状态分别为品质优和品质差，三种决策分别为将葡萄干样本划分至品质优类、将葡萄干样本划分为品质

差类以及品质需进一步考量类。 
首先对数据进行处理归一化，再通过本文所提方法算出这 50 个样本的模糊优势占优度，可得到它们

占优度的排名如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Fuzzy dominance ranking of 50 samples 
图 1. 50 个样本的模糊占优度排名 

 

由图可知质量最优对象为 25 和 41。通过计算可得到两阈值分别为 0.78, 0.4α β= = ，可将该批葡萄

干样本依据模糊占优度进行三分得到表 9。 
 

Table 9. Decision results 
表 9. 决策结果 

区域 对象 数量 

POS(X) x1, x2, x3, x5, x11, x14, x15, x23, x25, x29, x31, x39, x41, x44, x45 15 

BND(X) x8, x10, x17, x18, x20, x21, x22, x24, x26, x27, x28, x30, x33, x34, x38, x42, x43, x47 18 

NEG(X) x4, x6, x7, x9, x12, x13, x16, x19, x32, x35, x36, x37, x40, x46, x48, x49, x50 17 

 
由表可知，这 50 个葡萄干样本共被划分为三个部分，其中有 15 个样本划分至正域，也即品质优秀

类；有 17 个样本划分至负域，即品质差类；18 个样本划分至边界域，即品质需加以考量类。由结果可

知该三支决策方法是切实可行的。 
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4.2. 对比分析 

在模糊软集决策方法的研究中，还没有三支决策的研究，现有的决策方法都是对决策对象进行排序，

因此用本文的方法求出各对象的排名后与现存方法进行对比分析。模糊软集的决策方法主要可分为四类，

分别为基于相对优势参数数量及相对劣势参数数量的决策方法、基于对象参数值形成模糊选择值的决策

方法、基于对象与理想解的相似度及与正负理想解的距离的决策方法和基于水平软集生成水平选择值的

方法。 
Roy 等人[31]通过对比各对象的优势参数的个数建立对象间的关系对照表，用对照表的行和与列和的

差值生成对象的得分值，从而将对象进行排序；孔芝等人[32]通过对对象参数值求和得出对象的模糊选择

值，从而将对象进行排序；Hwang 等人[33]提出的 Topsis 法是通过计算对象与正理想解和负理想解之间

的距离得出各对象的综合评分，从而对各个对象进行排名。将本文方法与以上三种方法进行比较，获得

排名比较结果，如图 2 所示。 
从图中可以看出，本文所提方法与现存方法的运算结果具有高度的相似性，且相较于传统方法，本

文的方法还能将对象进行分类。 
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Figure 2. Comparison chart of ranking of 50 samples under three 
methods 
图 2. 50 个样本在三种方法下的排名对比图 

 
冯峰等人[14]提出了基于水平软集的模糊软集决策方法，通过设置水平值将模糊软集转化为软集，最

后得出软集的水平选择值从而得出最优对象。由于水平软集方法所计算的各对象水平决策值相同值较多，

因此用本文方法与该方法进行对象排序比较。在计算葡萄干模糊软集的水平软集时将水平值设为 0.9 求

出各对象的得分值，将其排名与本方法所得排名进行比较，选排名前七的对象得出比较结果如表 10： 
 

Table 10. Sort results 
表 10. 排序结果 

决策方法 排序结果 

冯峰等人方法[14] 25 41 3 31 1 44 11x x x x x x x≈ ≈ ≈ ≈ ≈  

Topsis 法[33] 25 31 1 41 3 23 11x x x x x x x≈    
 

Roy 等人方法[31] 31 1 25 41 11 3 39x x x x x x x≈       

孔芝等人方法[32] 25 41 31 1 3 11 44x x x x x x x≈    
 

本文方法 25 41 3 31 1 44 11x x x x x x x≈       

 
由排序结果可知，在冯峰等人所提方法中，x25和 x41为最优对象；Topsis 法和孔芝等人所提方法中，

x25为最优对象；Roy 等人所提方法中，x31和 x1为最优对象；本文所提方法中，x25和 x41为最优对象。用

不同方法所得对象排名存在略微的不同，但是对象 x25和 x41均在每种方法的排名前三中。 

5. 总结 

本文对模糊软集上的三支决策问题进行了研究。首先定义了优势熵关系，并基于此构造优势熵矩阵

并定义了优势熵类，基于优势熵类给出了模糊占优度的定义。接着依据优势熵矩阵定义模糊软集的损失

函数表，计算模糊软集的三支决策阈值，结合模糊占优度来实现模糊软集的三支决策。最后进行了实例

的对比分析，验证了本文呢所提方法的实用性和有效性。 
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