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摘  要：利用 H1-Galerkin 混合有限元方法讨论耦合非线性抛物方程组，得到一维情形的半离散和全离

散格式和未知存量函数和它的梯度的最优收敛阶误差估计，而且不用验证 LBB 相容性条件。最后，通

过数值例子验证了该算法的可行性。 
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1. 引言 

考虑耦合非线性抛物方程组的初边值问题 
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这里常数 表示变量 之间的相互作用，1 2 3, ,k k k

 , ,

,u v

    0 0, , ,

耦合非线性抛物型方程组(1)描述了两类物质的

反应扩散过程及相互作用。在环境污染源扩散，液体

渗透，生物群体繁殖扩散等领域有广泛的应用。因此

对此类方程的数值研究是非常有价值的。对于发展方

程的数值方法的研究主要有差分方法、有限体积方法、

连续有限元方法、间断有限元方法、传统的混合元方

法等。其中传统混合元方法一直以来备受关注，得到

了很好的发展，如[1,2]中分别利用了混合有限元方法

研究了正则长波方程和双曲方程等。但传统的混合元

方法需要满足 LBB 相容性条件，限制了有限元逼近空

间的选取。为了克服这些不利因素，Pani[3]于 1998 年

提出了 H1-Galerkin 混合有限元方法，该方法不同于传

统的混合元方法，该方法可以使逼近有限元空间 和

具有不同次数的多项式，而且 H1-Galerkin 混合有

hV

hW

f x t g x v x

1, 2,3n 



x t u

 
是已知函数，  

是具有 Lipschitz 连续边界 的凸有界区

域，

,nR 

0,J T 为时间区域，B B 表示热传导系数

(或反应扩散系数)。 
1 2, 0
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限元方法不需验证 LBB 相容性条件。随后 Pani 等人

将此方法进一步推广到了一些发展型积分微分方程
[4-6]、双曲型和伪双曲型方程[7,8]和 Sobolev 方程[9]等。

但是对于耦合非线性抛物型方程组的研究还没有见

到，本文给出该非线性问题的 H1-Galerkin 混合有限元

方法的半离散和全离散格式的最优收敛阶误差估计，

并通过数值算例验证了算法的可行性。注意在本文中

作估计时所有的 C 都是与空间网格参数 h 和时间步长

无关的正常数。 t

2. H1-Galerkin 混合有限元格式 

本文考虑问题(1)的一维情形 
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   (2) 

这里    0,1 , 0,J T   。 
 

首先给出定义记号及引理， 内积用 2L   ,  表 

示，     1 1
0 | 0 1 0H v H v v    ，传统的 Sobolev 空 

间记作 ，1,m pW p  ，相应的范数为 ,|| ||m p ，特

别当 2p  时，把 记作,2mW 2H ，其范数简记为 || ||m 。 

引理[4] 若 于    0, , 0,t t T 定义的可积函数，则

有积分不等式 
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下面对问题(2)应用 H1-Galerkin 混合有限元方法。 

令 ,x xq u v  可将原问题(2)化为一阶系统： 
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           (4) 

为了对系统(4)应用 H1-Galerkin 混合有限元方法，考

虑如下弱形式：求 , ; ,u v q   : 0,T  1 1
0H H  

使得： 
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             (5) 

对于(5c)和(5d)是通过分部积分并由 Dirichlet 边界条件

   0, 1, 0t tu t u t  和    0, 1, 0t tv t v t  而 得 。 

设 和 分别是hV hW 1
0H 和 的有限维子空间，对 1H

1 p  及正整数 有文献[7]中的逼近性质。 ,k r

则半离散 H1-Galerkin 混合有限元格式为：求 

 , ; ,h h h hu v q  : [0, ] hT V W  h

,h d

使得： 
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        (6) 

为了得到误差估计首先定义 的投影，求

满足 

,u v

,u vh h
hV 

   , 0, , 0, ,h h h h h h
x x x x x x hu u v v V           (7) 

定义 ,q  的椭圆投影，求 满足 ,h h
hq W  

   , 0, , 0, ,h h h h h h
hA q q A W            (8) 

其中      , , ,x xA w w     w ， 是保证 A 的 1H 

正定，即   2
0 1, || || ,

设 , , ,h h hu u v v q q h              
0,1j

 ，参见文

献[10]有：对于   
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1A w w w w H 。且易知  ,A   是

有界的，且 0 0  为常数。 
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3. 半离散格式误差估计 

令 h h h hu u u u u u          ； 
h h h hv v v v v v          ； 

h h h hq q q q q q          ； 
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由式(5)～(8)可以得到误差方程为： 
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定理 1 若 ， ， ，   0 0h hu u     0 0h hv v  (0) (0)h hq q     0h h   0 ，则 
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证明：因为 , ,  和 已知，故只需估计 , ,   和
 。在(13a)和(13b)中分别取 h  和 h  ，利用

Cauchy-Schwarz 不等式，我们有 

  ,x xC C

又因为 1
0, H   ，所以由 Poincare 不等式，得 

  ,C C                (15) 

在(13c)中令 h  ，并使用(15)，有              (14) 
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在(13d)中令 h  ，并使用(15)，同理有 
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将(16)和(17)两式相加，得 
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1 2

d
, ,

d t tB A B A C C
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                              (18) 

对上式两端关于时间从 0 到 t 积分，即得 
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      2 22 2 2 2 2 2 2 2

1 20 0 0
, , d d

t t t
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对上式应用 Gronwall 引理及积分不等式(3)，可得 
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t ts C s                              (20) 

在(13c, d)中分别令 ,h h
t t     ，并使用(15)，类似于上面的推导过程，有 

       2 2 2 22 2 2 2 2 2

0 1 2

d
, ,

dt t t tB A B A C C
t

                                (21) 

对上式两端关于时间从 0 到 t 积分，利用 Gronwall 引理，可得 

     2 2 2 22 2 2

0 1 20 0
d , ,

t t

t t t t

2
ds B A B A C s                              (22) 

联合(14)，(15)，(20)和(22)，有 

 2 22 2 2 2 2 2 2

1 0
d

t

t tC C                s                 (23) 

和 

 2 22 2 2 2 2 2 2

1 0
d

t

t tC C                s                 (24) 

联合(20)，(22)～(24)，(9)～(12)和三角不等式，即得

定理结论。 

4. 全离散格式误差估计 

对时间区间  0,T 进行剖分，为了使用向后欧拉公 

式，记 ,nt n t t T M    ，其中M 为任意的正整数。

进一步令  n
nt  和  1n n  n

t t     ，其中

 1 0,C  T 。则得到系统(5)的全离散向后欧拉格式 

为：存在一系列  使得 
0

, , ,n n n

n
U V Q Z



Mn

     

     

           

           
1 1 2

2 2 3

, , , ,

, , , ,

, , , , , , ,

, , , , , ,

n h n h h
x x x h

n h n h h
x x x h

n h n h n h n n n n h n h h
t x x x h

n h n h n n n n h n h n h h
t x x x h

U Q V a

V Z V b

Q B Q k Q k Q V U Z f W c

,Z B Z k Q V U Z k Z g W d

  

  

     

     

   

   

        


        

     (25) 

为了得到误差估计，令 

         n h h n n
n n n nu t U u t u t u t U n         ；          n h h n n

n n n nv t V v t v t v t V n         ； 

         n h h n n
n n n nq t Q q t q t q t Q n         ；          n h h n

n n n nt Z t t t Z n n              

在 处使用(5)，(7)～(8)，(25)可以得到误差方程为： nt t

     

     

       
     

       
 

1 1 2

1

2 2 3

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , ,

,

n h n n h h
x x x h

n h n n h h
x x x h

n h n h n n h n n n n n n n n h
t x x

n n h n h h
t h

n h n h n n n n n n n n h n n h
t x x

n n h
t

V a

V b

B k k q v Q V u U Z

B W c

B k q v Q V u U Z k

     

     

        

      

,        

  

   

   

       

      

       

       2 , , ,n h h
hB W d   












   

         (26) 

这里        ,n n
t n t n t n t nq t q t t t         。 
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0定理 2 设 ，则对于1       0 00 0 , 0h hQ q Z   J M  ，有 

1 1

J J J J J J J J J J J Jq Q Z u U v V h u U h v V            

 
              1 1 11 1 1 2 1 2

min 1, 1 || || || || || ||k k rk k r r

r k
t t tL H L H L HL H L H L H L H L H

Ch u u v v q q          1rt  
         

   

   2 2 2 2tt tL L L L
t q    
 

 

证明：在(26a，b)中分别取 h n  和 h n  ，

易得 

   ,n n n n n
x xC C n            (27) 

再由 1
0,n n H   ，所以由 Poincare 不等式，得 

   ,n n n n nC C

在(31c，d)中分别令 ,h n h n     ，并将两式相

加，同时使用 

   2 21 1
, , ,

2 2
n n n n n n

t t t t            

和 Young-不等式，可得 
n            (28) 

 

2 2 2 2

1 21 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1

2 2
n n n n

t t

n n n n n n n n n n
t t

B B

C

   

         

    

           
2

            (29) 

这里 

1 1

2 22 2

1

1
d , dn n

n n

t tn n
t t tt s

rt t
q s C t q

t


 
    

   ，
1 1

2 22 2

1

1
d , dn n

n n

t tn n
t t rt t tts C t s

t
   

 
   

    

上式两端关于 n = 1 到 J，  1 J M  求和，可得 

       2 2 2 2 2 2 2 2 20 0
1 1 1

1 1

1 2
J J

J J n n n n n n

n n

C t B t C t         
 

             
2

 

         1 22 2 2 222 1

0 0
0

d dJ J
Jt tr n n

t t tt tt
n

h q s t q s t  






        
2



0

              (30) 

选择 ，当 时1 ，使用离散

Gronwall 引理，并注意到

0t 00 t t    C t  
0 00, 0   ，应用三角不

等式得定理结论。 

5. 数值算例 

为了验证所提出算法的可行性，时空区域都取为

 0,1

,0u x

，对 (2)中参数 取值为 1，初值

， ，此时

1 2 3 1 2, , , ,k k k B B

  ,0 sinv x x   sin x     ,f x t   

和  2 2e x     sint te xsin     sint,g x t e x   

， 容 易 验 证 精 确 解  sinte  2  x  ,u x t   

。采用分片线性基函数，时间离散

采用欧拉向后差分。表 1 中分别给出了变量

 v x t , sinte x
hu u 和

的空间 时间最大模的误差估计结果和收敛

阶。表 2 分别给出了变量

hv v 2L
hq q 和 h  的空间 时

间最大模的误差估计结果和收敛阶。从数据上可以看

出，该数值方法对非线性耦合方程组问题是有效的。

图 1～4 中分别给出了在时间和空间步长分别

2L

t   

和0.0125 0.025h  时的四个数值变量 和, ,h h hu v q h
的表面图像，并且在图 5～8 中分别给出了在同样剖分

下的真解 , , ,u v q  和数值解 u v, , ,h h hq h 的对比图像。

从图像上直观的看到了该数值算法的可行性。 
 

Table 1.  2L L -errors and order of convergence 

表1.  2L L -误差和收敛阶 

2h t    2

h

L L
u u  Order  2

h

L Lv v  Order 

1

40
 1.03422E-03 - 9.12765E-04 - 

1

80
 4.48740E-04 1.20459 5.48770E-04 0.73404 

1

160
 2.07280E-04 1.11430 2.97770E-04 0.88200 

1

320
 9.93750E-05 1.06063 1.54770E-04 0.94407 

1

640
 4.86210E-05 1.03130 7.88600E-05 0.97276 
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Table 2.  2L L -errors and order of convergence 

表2.  2L L -误差和收敛阶 

2h t    2
h

L L
q q   Order  2

h

L L
    Order 

1

40
 2.37388E-03 - 3.87404E-03 - 

1

80
 1.19331E-03 0.99228 1.97945E-03 0.96874 

1

160
 5.98310E-04 0.99600 1.00032E-03 0.98464 

1

320
 2.99580E-04 0.99795 5.02810E-04 0.99238 

1

640
 1.49900E-04 0.99894 2.52070E-04 0.99619 

 
Figure 1. The surface shows the value of uh 

图 1. 数值解 uh的表面图 
 

   
Figure 2. The surface shows the value of vh                    Figure 3. The surface shows the value of qh 

图 2. 数值解 vh的表面图                                    图 3. 数值解 qh的表面图 

 

   

Figure 4. The surface shows the value of  h                       Figure 5. Comparison between uh and u 

图 4. 数值解 h 的表面图                               图 5. 数值解 uh和真解 u 的对比单线图 

Copyright © 2011 Hanspub                                                                                 PM 



王金凤 等 耦合非线性抛物方程组的 1 混合元方法 79  | H -Galerkin  
 

   
Figure 6. Comparison between vh and v                               Figure 7. Comparison between qh and q 
 图 6. 数值解 vh和真解 v 的对比单线图                               图 7. 数值解 qh和真解 q 的对比单线图 

 

 

Figure 8. Comparison between h  and   

图 8. 数值解 h 和真解 的对比单线图 
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