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摘  要：研究了一类抛物型方程的反系数问题，利用变分方法获得了方程弱解的存在性与唯一性，利

用 Schauder 不动点定理得到了反系数问题解的存在性。 
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1. 方程及基本假设 

热传导方程是抛物型方程的典型代表，有源函数

的热传导方程是传热分析中最重要的一类方程，研究

方程弱解的存在性与唯一性以及研究未知系数解的存

在性，无论在理论研究还是在生产实际中都有非常重

要的意义。主要讨论抛物型方程弱解问题，以及仅依

赖于空间变量的主系数反问题，讨论未知系数解

的存在性。关于此类方程反系数问题的

研究已有一些理论成果，具体可参见[1-7]。 

    , ,u t x a x 

设    0, 0,TQ T  l

,

，考虑如下抛物型方程： 

         ,t x x x
u a x u b x u d t x u f t x      (1) 

其初始条件为 

   0, 0, 0,u x x l               (2) 

边界条件 

     
   

,0 , 0, 0,

0 ,0 0x

u t u t l t T

a u t

   



         (3) 

附加条件 

       
0

, d , 0
T

u t x t t x x l   ,

0,

。      (4) 

假设(1)～(4)中出现的函数，满足下列条件： 

(A)    1 20 ,   t t               

 0,t T ； 

(B)     0, ,b x C l    , 0,bb x K x l  ； 

(C)      1 2, ,0 ,Td t x C Q d d t x d    ,  

 , Tt x Q ； 

(D)      1 2,  0 , ,  ,T Tf C Q f f t x f t x Q     ； 

(E)           0, , 0 0, 0x C l l x        

     2 1 0, , 0,x x x           l ， 

这里 1 , 2 , , 2 , 2 const 0f   ， 

1 1, ,, , f   
1 2, const 0d,bK d   ， 
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d d此外，设      
0 0

, ,
T x

F x T f t y t y t  
 * **,

，  

maxK    
 

1
0,

inf ,
x l

   ,F T F




 
 

0,
sup , ,
x l

x T   

 2F T  F x T


 

         0, : 0 ,M a x C l a x    

        1 2 1, 0, : 0M a x C l 2a x       。 

2. 正问题弱解的存在性与唯一性 

定理 1 设    1a x M  ，若条件(B)～(D)满足，     
则正问题(1)～(4)存在唯一广义解 ，

且存在正数 M，使得： 

 1,1 ,  2p Tu W Q p 

      2 20, , 0, TC T L l L Q
u C f M



s

成立。      (5) 

证明：正问题存在性与唯一性证明可参见[8,9]。下证

有界性估计。 

只证明 有充分大的正下界 情形，否则作变换

，其中，r 充分大. 

 ,d t x

v
1d

rtu e

方程 (1)左右两边乘以 并且从 0 到 t(这里

)，以及 0 到 l 积分， 

 ,u t x

0 t T 

        0 0

0 0

d , d d

d d

t l

t x x x

t l

u a x u b x u s x u u x

f u x s

  



 

 
 

分部积分可得： 

   

 

2
 2

 0 0 0 0 0
( , )

2

0 0 0 0

d d d
2

                  d , d d d d

l t l t l

x x

t x

t l t l

u
d dx a x u x s b x uu x s

s x u x s f u x s

 

 

    

   
 

由 Young 不等式及条件(B) 

 
2

2 21

0 0 0 0 0 0
1

d d d d d d ,
2 2

t l t l t lb
x x

K
b x uu x s u x s u x s




        
 
从而 

 
2

2 21

0 0 0 0 0 0
1

d d d d d d
2 2

t l t l t lb
x x

K
b x uu x s u x s u x s




        。 

由已知条件，方程左边有 

   

 

2
2

0 0 0 0 0
( , )

2

0 0

2
21

0 0 0
( , )

2
2

1 0 0
1

d d d
2

                d , d d

                d d d
2 2

                ( ) d d
2

l t l t l

x x

t x

t l

l t l

x

t x

t lb

u
d dx a x u x s b x uu x s

t x u x s

u
x u x s

K
d u x s





 



 

 

    

 

  

 

。 

而方程右边有 

2 21

0 0 0 0 0 0
d d d d d d ,

2

t l T l t ld
f u x s C f x s u x s        

因此， 
2

21

0 0 0
( , )

2
2 21

0 0 0 0
1

d d d
2 2

d d d d
2 2

l t l

x

t x

T l t lb

u
x u x s

K d
C f x s u x







 
   

 

  

    s

。 

从而，由 Gronwall 不等式可得 

 

 

2 2

0 0 0

2

0 0

, d d d

d d ,  0,

l t l

x

t l

u t x x u x s

u x s M t T



   

  

 
。       (6) 

定理证毕。 

3. 反系数问题解的存在性 

我们的目标是寻找未知函数 ，假设  a x

   a x M  是任意的，在方程(1)左右两边乘以  t
并且从 0 到 T 以及 0 到 x 积分， 

          

   
0 0

0 0

, d

     , d d

T x

t y yy

T x

u a y u b y u d t y u t y

f t y t y t





  



 

 

dt
 

 
结合(2)～(4)、条件(E)，我们有 

               
0 0 0 0

1
d d , d d ,

T x T x

ta x u t y t d t y t u y t b x x F x T
x

  


             

从而 

                 
0 0 0 0 0

1
d d , d d ( , )d ,

T x T x x
a x u t y t d t y t u y t b x x T u T y y F x T

x
   


            



。     (7) 

在集  1 2,M   上，引进算子     1 2: , 0,B M C l    

                 
0 0 0 0 0

1
: d d , d d ( , )d

T x T x x
B a u t y t d t y t u y t b x x T u T y y F x T

x
   


            , ,       (8) 
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这里  ,u t x 是正问题(1)～(4)与系数 相对应的解。  a x

因此，关系式(7)可改写成算子方程 

 a B a 。                  (9) 

定理 2 若条件(A)～(E)满足，则     , ,u t x a x


是问题

(1)～(4)的广义解，当且仅当    , ,u t x a x 满足关系

式(1)～(4)，(9)。 

证明：必要性在(9)关系式导出过程中已证。下证充分

性： 

令     1 2,a x M   是方程(9)的解， 是相应于  ,u t x

 a x 正问题(1)～(4)的解，设 

         
0

, d ,   0,
T

,x u t x t t x l    

则 

                       
0 0 0 0 0

d d , d d , d ,
T x T x x

a x u t y t d t y t u y t b x x T u T y y F x T                  。       (10) 

另一方面，   a x 满足(9)，考虑算子 B 的定义，则有 

                        
0 0 0 0 0

d d , d d , d ,
T x T x x

B a x a x u t y t d t y t u y t b x x T u T y y F x T                      。 (11) 

上面两式相减，在  0, l 上有 

   
  

 .b x

a x
    

0

 

因为， ，从而可推出在     0  0, l 上   。 

因此，       , ,u t x a x 是问题(1)～(4)的广义解，定理证

毕。 

定理 3 若条件(A)～(E)成立，且假设 

       
1

* 2 2
1 20 b

1

2 2F T K TlM K d lM      



， 

则一定存在正数 ，使得 。 1 2,a a  1 20 a B a a  

证明：根据(8)式，我们有 

     

       

     

0 0

0 0

0

( ) d d

                       , d d

                       , d ,

T x

T x

x

x B a x u t y t

d t y t u y t b x x

T u T y y F x T

 





  

 

 

 

 



。 

(12) 

利用已知条件(A)～(E)有 

         
    

1
1

222
2 2 0 0

11
2* 22

2 20

d d

, d ,

T x

x

b

x B a x Tl K d u y t

K l u T y y F T

 

 

  

  

 


 

从而有 

        
    

1
1

222
1 2 2 0 0

11
2* 22

2 20

d d

, d

T x

x

b

B a x Tl K d u y t

K l u T y y F T

 

 

 

  

 


。 

利用估计式(6)，进一步可得 

   

     

*
1 2

1 1

2 2
2 2 2          

bB a F T K

TlM K d lM

 

 

 

  
， 

取

       

2

1 1
1 * 2 2

1 2 2 2 2b

a

F T K TlM K d lM   



     
 

，

有  1 1B a a2  ， 

从而 

  2B a a 。                 (13) 

类似(12)的推导，利用已知条件，由(12)可得 

       
    

1
1

2* 22
2 2 2 0 0

11
2* 22

2 10

d d

              , d ,

T x

x

b

B a x Tl d u y t

K l u T x y F T

  

 

  

  

 


 

从而 

   

     

*
2 1

1 1

2 2
2 2 2           

bB a F T K

TlM K d lM

 

 

 

  
   (14) 

取

       

1

1 1
1 * 2 2

2 1 2 2 2b

a

F T K TlM K d lM   



     
 

，

由(14)及定理假设，有 

  1 0B a a  。                     (15) 

定理证毕。 

定 理 4 若条件(B)～(C)成立，则算子 

B:     1 2, 0,M a a C l
   1 2

是连续映射。 

证明 令 ，其相应的广义解

为 u t 。 

     1 2,a x a x M a a

     1 2, , ,x u t x
   1 2

,

,

 

令 ， 

，则

    , ,v t x u t x u t x 

         1 2a x a x a x     0, 0, 0,v x x l  ， 
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                
       
      

1 2 1 1 2 2

1 2

1 2

                 

                 , 0,

x x
t x

x

u u a x u a x u

b x u u

d t x u u

  

 

  

 

即 
       
       

1

2  ,

t x xx

x
x

v a x v b x v

d t x v a x u

 

 
。 

上式两边积分可得 
          

     

1

0 0

2

0 0

, d

d d

t l

s x xx

t l

x
x

v a x v b x v d s x v v x

a x u v x s

  



 

 

ds
。 

再分部积分后，有 

 
   

 

 
    

2
1 2

,0 0 0

2

0 0

0 0

2

0 0

| d d d
2

                  , d d

                   d d

                  d d

l t l

xt x

t l

t l

x

t l

x x

v
x a x v x s

d s x v x s

b x v v x s

a x u v x s







 

  

 

 

 

。       (16) 

由 Young 不等式及条件(B) 

  21

0 0 0 0

2
2

0 0
1

d d d d
2

                          d d
2

t l t l

x x

t lb

a
b x vv x t v x t

K
v x t

a





   

 
       (17) 

结合条件(C)，并利用(17)，则(16)左边满足不等式： 

 
   

   

 

2
1 2

,0 0 0

2

0 0 0 0

2
21

,0 0 0

2
2

1 0 0
1

| d d d
2

                 , d d d d

                  | d d d
2 2

                  d d
2

l t l

xt x

t l t l

x

l t l

xt x

t lb

v
x a x v x s

d s x v x s b x vv x s

av
x v x s

K
d v x s

a



 

 

 
  
 

  

   

  

 

。 

而(16)右边满足不等式： 

         

    

  
  

 

2 2

0 0 0 0

2
2

0 0

2
1

0 0

22
2

0 00,

d d d d

                               d d

                                d d
4

                               d d

           

t l t l

x x x x

T l

x

t l

x

T l

x
C l

a x u v x s a x u v x s

C a x u x t

a
v x s

C a x u x t

 







   

 

 

 
2

1

0 0
                      d d

4

t l

x

a
v x s  

。 

因此 

 

  
 

 

2
21

,0 0 0

2
2

1 0 0
1

22
2

0 0( 0, )

| d d d
2 4

                  d d
2

                 d d

l t l

xx t

t lb

T l

x
C l

av
x v x t

K
d v x t

a

C a x u x t



 
  
 



  

 

 

  (18) 

再根据算子 B 的定义， 

       
               

      
          

1 2 1 2 1 2

0 0 0 0

(1) (2)

0

1 2 (1) (2) 2 2

0 0 0 0 0 0

1
d d , d d

                              + , , d

                          d d , , d d d , d

T x T x

x

T x x T x

B a B a u u t y t d t x t u u y t
x

T u T y u T y y

C u u y t u T y u T y y C v y t v T y

 




    


 

        

   



    
x

y 
  

。 

 
结合式(18)，Gronwall 不等式以及    0, 0, 0,v x x l 

可知： 

当    
  

1 2

0,
0

C l
a a  时， 

有      
  0,

1 2 0
C l

B a B a  。 

定理证毕。 
定理 5 若条件(A)～(E)成立，则存在    1 2, ,a x M a a  

使得 。  B a a

证明：假设 ， 为   1 2,a x M a a  ,u t x  a x 所对应 

的正问题的解。由前面讨论知    1,1, p Tu x t W Q ，又

因为 ，由嵌入定理[10]可知 2p 

   0, 2
, , 0<Tu t x C Q

p
  1   。 

由定理 2～定理 4， 是到自

身的连续映射。又因为 紧嵌入到

  1 2 1 2: , ,B M a a M a a

 0,
TC Q


 TC Q ，由

B算子的定义可知B是由  1 2,M a a 映到自身的全连续

算子。从而由 Schauder 不动点定理可知则存在

   1 2,a x M a a , 使得  B a a 。 

定理证毕。 
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