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摘  要 

Carleson测度在经典的解析函数空间之中已经有了许多漂亮的结果，那么一个很自然的问题就是：

Carleson测度在一般单连通域上的解析空间中具有哪些刻画？本文继María之后，我们应用拟共形映射

的相关性质将经典的Hardy空间延拓到一般单连通域上，并继续研究与在一般单连通域上定义的Hardy
空间相关的Carleson测度的等价刻画。我们还研究了小Carleson测度的类比陈述。 
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Abstract 
Carleson measures have had many beautiful results in classical analytic function spaces, so a nat-
ural question is: what are the characteristics of Carleson measures in analytic spaces on general 
single connected domains? Following María, we apply the correlation properties of quasi-conformal 
mapping to extend the classical Hardy space to the general single-connected domain, and continue 
to study the equivalence characterization of the Carleson measure related to the Hardy space de-
fined on the general single-connected domain. We also looked at the analogical statements of the 
vanish Carleson measure. 
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1. 引言 

在调和分析中，我们考虑的是调和函数和调和级数的性质。一个典型的例子是单位圆盘上的调和函

数，即满足拉普拉斯方程的实部和虚部都是调和函数的函数。Carleson 测度的概念涉及到对于给定的函

数类，我们可以定义一种测度来衡量这个函数类中函数的性质。一个经典的 Carleson 测度的例子是考虑

Hardy 空间 pH ，其中 p 是大于 1 的实数。对于这个函数空间，我们可以定义 Carleson 测度来衡量其中函

数的性质。具体来说，我们可以构造一个测度，使得这个测度下的积分可以衡量 pH 中函数的性质，比

如函数的振荡性和收敛性等。另一个例子是考虑多重 Fourier 级数的收敛性。Carleson 测度的理论可以用

来研究多重Fourier级数的收敛性，即对于给定的函数，我们可以通过Carleson测度来刻画其在多重Fourier
级数意义下的收敛性。所以，Carleson 测度的例子涉及到对函数空间中函数性质的衡量，以及在调和分

析和函数空间理论中的应用。这个概念在数学分析中有着重要的意义，对于研究函数的性质和函数空间

的结构具有重要的应用价值。 
María 在[1]中给出了通过对[2] [3] [4]中经典结果的回顾得到了一个关于单连通域上定义的 Hardy 空

间的 Carleson 测度的定理的替代证明。在文献[1]的基础上，我们对一般单连通域上 Hardy 空间的 Carleson
测度进行了相应分析，我们还研究了小 Carleson 测度的类比陈述，并得到了定理 1。 

2. 准备及主要结果 

本文的目的是给出卡尔森测度关于 Hardy 空间一些新的分析和几何刻画，我们从一些记号和定义开始。 
令 ∆表示单位圆盘{ }; 1z z∈ < 且T = ∂∆ 。如果 I T⊂ 是一个区间，卡尔森方块 ( )S I ⊂ ∆是集合 

( ) e : e ,1 1 ,
2

i i I
S I r I rθ θ 

= ∈ − ≤ < 
 π

 

其中 I 表示区间 I 的长度。 
我们将考虑∆中解析函数的经典空间：Hardy 空间，一个 ∆中的解析函数 f 
当 0 p< < ∞，如果 

( )2

00 1

1sup e d
2

p

p pi
H

r
f r fθ θ

π

< < π
= < ∞∫  

则 pf H∈ 。 
众所周知，函数 pf H∈ 几乎在任何地方都有非切向边界极限 ( ) ( )ei pf L Tθ ⊂ 并且 

( )2

0

1 e d
2

p

pp i
Hf f θ θ

π
=

π ∫ 。 

由 Carleson [1]提出的一个值得注意的定理指出，在 ∆中定义的正测度 µ满足对于所有 0 p< < ∞，和

所有的 pf H∈ 有 

( ) ( )d ,p
p p

p Hf z z C fµ
∆

≤ < ∞∫  

当且仅当存在一个 0c > 使得对所有的区间 I T⊂ 有 ( )( )S I c Iµ < 。 
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在 Hardy 空间的背景下，Duren [3]将 Carleson 的结果扩展到指数 0q p> > 的范围，获得了与 Carleson
在 q p= 情况下给出的相似测度条件。 

定理 A. [3]设 0 p q< ≤ < ∞并且 µ是 ∆上的一个正测度。则存在一个常数 0C > 使得 

( ) ( )d ,p
p p

p Hf z z C fµ
∆

≤∫  

当且仅当存在常数 0c > ，和所有的区间 I T⊂ 有 ( )( ) q pS I c Iµ ≤ 。 
当指数 1β > 时，条件“所有的区间 I T⊂ 有 ( )( ) q pS I c Iµ ≤ ”与条件“ ( )( ),B z r Crβµ < 对任意的

( )1, ,
2

z r dist z∈∆ = ∂∆ ”等价(见[1])。 

Carleson 测度：给定一个在域 CΩ⊂ 上，且具有 . 范数的解析函数的巴拿赫空间 X。我们说一个正

测度 µ是Ω上对 X 的一个 q-Carleson 测度，如果存在一个常数 0C < ，使得 

( ) ( )( )1d .
qq

Xf z z C fµ
Ω

≤∫  

我们有兴趣的是描述在有界简单连接域 CΩ⊂ 上定义的解析函数空间的 Carleson 测度。 
定义：用 ds 表示弧长度量，并假设 ∂∆是局部可求长的，f 是Ω中的解析函数， 0 p< < ∞， 

( ) ( ){ }d .
ppH f z s

∂Ω
Ω = < ∞∫  

设Ω为单连通区域， :ϕ ∆→Ω是一个共形映射。 µ 是Ω上的一个正测度。简单的变换得到 µ 是

( )pH Ω 的 q-Carleson 测度，即 

( ) ( )1 1
d d

q pq pf C f sµ
Ω ∂Ω

≤∫ ∫  

等价于 

( ) ( )1 1
d d

q pq pf C f sϕ ϕ µ ϕ∗

∆ ∂∆
′≤∫ ∫  

此处的 ( )ϕ µ∗ 表示 µ的拉回，对任意的集合 E ⊂ ∆， ( ) ( ) ( )( )E Eϕ µ µ ϕ∗ = 。 

因此，如在[4]中，如果我们将 ∆中的测度ν 定义 ( )1
q pν ϕ µ

ϕ
∗=

′
时，将获得以下结果，作为进一步

参考的引理。 
引理：测度 µ是 ( )pH Ω 的 q-Carleson 测度当且仅当ν 是 ( )pH ∆ 的 q-Carleson 测度。 
这个结果的优点在于我们在研究是 ( )pH Ω 的 Carleson 测度时不需要假设其边界是局部可求长的。 
定理 B. [4]设Ω为单连通区域， :ϕ ∆→Ω是一个共形映射。假设 ( )log BMOAϕ′∈ ∆ 。对于 0 p< < ∞，

µ是Ω中的一个正测度。如果存在常数 0C > ，使得对任意的ξ ∈∂Ω， 0R > ，有 ( )( ),B R CRµ ξ ∩Ω ≤ ，

则 µ是 ( )pH Ω 的一个 q-Carleson 测度。 
小 Carleson 测度：在本文中，我们还研究了 ( )pH Ω 的小 Carleson 测度；对于Ω上的一个 q-Carleson

测度 µ，如果恒等映射 ( ): dp qi H L µΩ → 是一个紧算子，则 µ是小 Carleson 测度，见[5]。 
定理 C. [5]设 0 p< < ∞， ∆上的测度 µ是一个 ( ),p p -Carleson 测度当且仅当存在 ( )F L m∞∈ 使得

T Fdmµ = 并且对所有的 0 z≠ ∈∆，存在常数 0C > 使得 ( )( ) ( )S z C I zµ∆ ≤ 。 
在以上定理的基础上，我们得到了 ( )H Ω 中类似的结果。 
定理 1. 设Ω为单连通区域， :ϕ ∆→Ω是一个共形映射。假设 ( )log BMOAϕ′∈ ∆ ，并且对任意的
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ξ ∈∂Ω， 0R > ，存在常数 0C > 使得 ( )( ),B R CRµ ξ ∩Ω ≤ 。则当 ( ): dp qi H L µΩ → 是一个紧算子时，有

以下结果成立： 
1) µ是 ( )pH Ω 的一个小 p-Carleson 测度； 

2) 
( )( )

0

,
lim 0
R

B R
R

µ ξ
→

∩Ω
= 。 

3. 基本知识和定义 

在论文中，字母 C 表示一个在不同的情况下可能发生变化的常数。符号 A B 表示有一个常数 C，
即1 C A B C A⋅ ≤ ≤ ⋅ 。符号 A B ( )A B 意味着有一个常数 C，使得 A C B≤ ⋅ ( )A C B≥ ⋅ 。 

和往常一样，我们用 T 表示单位圆盘的边界，用 ( )0 ,B z R 表示半径为 R 的以点 0z ∈为中心的球。

如果 B 是一个球，则 2B 是与 B 具有相同中心且半径为 B 的两倍的球，对于正方形也是如此。给定一个

域Ω∈，对于任何 Ωz∈ ，我们设置 ( ) ( ),z dist zδΩ = ∂Ω 。如果上下文很清楚，我们将略写下标Ω，并

简单地编写 ( )zδ 。 
给定一个区间 I T∈ ，以及相应的卡尔森方块 ( )S I ，我们将方块顶部的点的集合定义为 ( )T S ： 

( ) e : e ,1 1
2 4

i i I I
T S r I rθ θ 

= ∈ − ≤ < − π π 
 

一个局部可积的函数 f 属于空间 ( )BMO T ，如果 

( )1sup dIII
f f x a x

I∗
= − < ∞∫  

此处是对所有弧 I T∈ ， ( )1 dI I
a f y y

I
= ∫ 取上确界。 

一个众所周知的结果，见和文献[6]中 Ch.vi 定理 1.2，如果 ( )f BMO T∈ ，那么 

( ) ( ) ( )sup dzTz
f f z P Aξ ξ ξ

∈∆
− = < ∞∫  

其中， ( ) ( ) ( ) dzT
f z P fξ ξ ξ= ∫ 是 f 的泊松积分，此外， A f

∗
 。 

特别地，对于任何区间 I T∈ ，如果 Iz 表示点 ( )1 2I Iz I ξ= − ，即 Iξ 为区间 I 的中点， 
对于一些 ( )c c f

∗
= 我们有 

( ) ( )1 d .
I

f f z c f
I

ξ ξ
∗

− ≤∫                                 (1) 

空间 ( )BMOA ∆ 是由在哈代空间 ( )1H ∆ 且边界值函数在 ( )BMO T 的函数组成的。我们根据[6]和[7]
得到了 ( )BMOA ∆ 函数的主要性质。 

对一个在∆中的调和函数并且对于任意的ξ ∈∂∆，其非切极大函数 f ∗ 表示为 

( ) ( ){ }sup :f f z z ξξ∗ = ∈Γ ，此处 ξΓ 表示为锥 ( ){ }: 1z z zξ ξ αΓ = ∈∆ − < − ，对于固定的 0α > 。 

给定一个函数 ( )1
locf L∈  ，Hardy-Littlewood 极大函数 f 为 

( ) ( )1sup d
Ix I

Mf x f t t
I∈

= ∫  

众所周知，算子 Mf 以 ( ), 1pL p< < ∞ 为界；它是 1-1 弱类型的，也就是说 

( ) 1

2: , 0.t Mf t fλ λ
λ

∈ > ≤ >  
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极大函数 Mf 的重要性在于它优化了许多与 f 相关的其他函数，如 f 的泊松积分的非切向极大函数。

因此，如果 ( ) zu z P f= ∗ ，它的非切向极大函数 ( ) ( )
Γ

sup
x

u x u z∗ = 满足： 

( ) ( ); d
I

cx I u x f x xλ
λ

∗∈ > ≤ ∫                             (2) 

对于某些常数 0c > ，它只取决于圆锥体 Γx 的孔径(许多其他相关结果参见[6]的第 4 章)。 
接下来我们将提到一些关于保角映射的著名结果，我们请读者参考文献[7]。 
平面上单连通的适当子域通过黎曼映射从单位磁盘继承了一个双曲度量。如果 :Ωϕ → ∆是拱形的而

( )w zϕ= ，那么 ( ) ( )Ω 1 2 1 2, ,w w z zρ ρ∆= 定义了Ω上的双曲度量，并且与ϕ 的特定选择无关。用Ω上的几

何拟双曲度量来估计 Ωρ ，其定义为 

( ) ( )
2

1
Ω 1 2

Ω

d
, inf

w

w

w
w w

w
ρ

δ
∼ = ∫  

其中，下确界值取遍了Ω中连接 1w 到 2w 的所有弧。根据 Koebe 1/4 定理得出，这两个度量与独立于域的

界具有可比性。域Ω的惠特尼分解是Ω由内部不相交的平方 kQ 覆盖，以及直径 ( )Ωk kQ Qδ 的性质。根

据我们上面的介绍，惠特尼分解中的每个正方形都有均匀有界的双曲直径(并且包含一个具有从下面均匀

有界的双曲半径的球)。因此，边界路径的双曲长度通常简化为简单地估计它命中的惠特尼平方的数量。 
类似地，我们会说，如果 ( ) ( )Ω Ω1 2c z r zδ δ≤ ≤ ，一个球 ( ), ΩB z r ∈ 是一个惠特尼球，对于某些固定

常数 0c > 。 
让我们回想一下函数 logϕ′∈，其中表示∆中的 Bloch 空间。因此，对于任何卡尔森方块 S D∈ ，

如果 1 2,z z 是平方 ( )T S 顶部的任意两个点，那么： 

( ) ( ) ( )2 1 2; ,Iz z z z T Sϕ ϕ′ ′ ∈                            (3) 

这是因为方块的顶部的双曲直径是均匀有界的。 
我们通过提到一些关于紧算子的著名结果来结束这一节。 
设 X 和 Y 是拟巴拿赫空间，X 具有分离对偶(例如， , 0pX H p= < ≤ ∞ )。如果极限 lim 0n n Yux = 对

于 X 中的每个弱零空序列 ( )nx 都成立，则一个算子 :u X Y→ 被称为完全连续的。 
紧算子是完全连续的，而具有域的完全连续算子，例如自反巴拿赫空间是紧的。另一方面，存在无

限维的巴拿赫空间，其恒等式是完全连续的，最突出的例子是序列空间 1l ；参见[8]第 6 页。 

4. 定理 1 的证明 

在本节中，我们将给出本文定理的证明。 
定理 1 的证明：为了证明第一部分，通过假设我们只需要证明 µ是 ( )pH Ω 的一个 p-Carleson 测度。

我们运用类似于定理 B 的证明方法。因此，通过假设 ( )log BMOAϕ′∈ ∆ 我们想通过条件：如果 
( )( ),B R CRµ ξ ∩Ω ≤ ，ξ ∈∂Ω推出 µ是 ( )pH Ω 的一个 p-Carleson 测度；或是通过前面导言中提到的备注

该条件等价于 ( )( ), ; , 0B r Cr rν ξ ξ∩∆ ≤ ∈∂∆ > 。 
为了简化记号我们将运用上半平面的基于一些区间 I ⊂ 的卡尔森方块表示球 ( ), ;B Rξ ξ ∈∂Ω。因此，

设 ( ){ }, ; ,0Q x y x I y I= ∈ ≤ ≤ 。对于任何这样的方块，我们用 ( ) ( ){ }, ; ,1 2T Q x y x I y I= ∈ ≤ ≤ 表示方块

的顶点，用 3 2I Iz x i I= + 表示 ( )T Q 的中心，此处 Ix 表示区间 I 的中点。 
设 I 是 [ ]0,1 的任意区间，定义函数 ( ) ( ) ( )log logI If z z zϕ ϕ′ ′= − ， 

( ) ( ) ( ) ( )Re log logI Iu z f z z zϕ ϕ′ ′= = − 。因此 1
If H∈ ，调和函数 Iu 是边界值的泊松积分，即

( ) ( ) ( )( )log logI z Iu z P z zϕ ϕ′ ′= ∗ − ，见[6]。另一方面通过式子(1)我们得到 
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( ) ( ) ( )1 1d log log d logI II I
u x x z z x

I I
ϕ ϕ ϕ

∗
′ ′ ′= = − <∫ ∫



 

因此，通过(2)，对任意的区间 I 

( )
( )log1 ; I

z
x I u x

I
ϕ

λ
λ

∗ ∗
′

∈ > <


                             (4) 

现在固定区间 I 并令 Q 是相关的卡尔森方块。我们需要得到 ( )v Q c I≤ 。 
其思想是将 Q 划分为可数个互不相交联合区域，以这样的方式使 ϕ′ 在这些区域中的取值类似于一

个常数。为此，我们将使用一个静止时间参数。 
对于每个 1,2,k = 对区间 I 不断的划分得到 2k 个区间，并将这些区间中的每个区域内的相应卡尔森

方块关联到每个区间。我们用这种方法得到了 2k 个长度为 2 k I− 的方块。用{ }jQ 表示这些正方形的集合。

请注意，对于每个 1,2,k = 其每个 jQ 与一些其他方块都包含在与 1k − 相关联的另一个方块 lQ 中，我们

称之为(如果 1k = ，父就是 Q)。同父的方块叫兄弟。 
让 0M > 成为一个足够大的数，这个常数将在以后修正。回想一下 Iz 是 ( )T Q 的中心。将那些 jQ Q⊂

的子集定义为第一代 ( )1G Q ，使得 

( )
( ) ( )sup log log log

j
I

z T Q
z z Mϕ ϕ

∈

′ ′− >                              (5) 

并且 jQ 是最大的那个区域。 
如果区间 jI 是基于方块 ( )1jQ G Q∈ 中的，则我们说 ( )1jI G I∈ 。请注意， ( ){ }1;j jI I G I∈ 具有两两不

相交的内部，并且在区域 ( ) ( )1
\ jG Ql Q Q Q=  中有 

( ) ( ) ( )1 ; lI Iz z M z z
M

ϕ ϕ ϕ′ ′ ′≤ ≤ ∈                             (6) 

另一方面，如果 jx I∈ 对于一些 ( )1jI G I∈ ，其锥 xΓ 包含的点属于 ( )jT Q 。所以，通过选择第一代

的方块和(3)，我们得到对于一些常数 0c > ，使得 ( ) logIu x cM∗ > ，对于某个通用常因此，根据(4)，如果

0M M> 则 

( )
( )

1

1;
10j

j I
I G I

I x I u x cM I∗

∈

≤ ∈ > ≤∑                            (7) 

此处 0M 为一个仅取决于 ( )log zϕ
∗

′ 的普通常数。 
接下来对每一个第一代 ( )1jQ G Q∈ 的方块我们应用与(5)相同的规则，也就是我们开始分区 jQ ，然后

选择那些最大方块 k jQ Q⊂ 有 

( )
( ) ( )sup log log log

j
k

I
z T Q

z z Mϕ ϕ
∈

′ ′− >  

此处
jIz 为 ( )jT Q 的中心。这样我们得到了新一代方块 ( )2G Q 即 

( ) ( ){ } { }1 1 2 2
2 1 1 1 2; , ,j jG Q G Q Q G Q Q= ⊂ =   

继续这样我们得到 ( ) { }1 2, ,n n
nG Q Q Q=  ，且 ( ) { }1 2, , ,n n

nG I I I n= ∈ 。因此，通过(7)，得到 

( ) ( )1

1 1
10 10j n j n

j j n
I G I I G I

I I I
−∈ ∈

≤ ≤ ≤∑ ∑                             (8) 

现在我们来证明这个定理。设 Q 是一个有限的卡尔森方块通过定义的测度υ  
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( )
( )

( )( ) ( )
( )

1 ;

1 1d d
l

l n
Q

n l G
Q z z

z z
ν ϕ µ ϕ µ

ϕ ϕ
∗ ∗

= ∈

= =
′ ′∑ ∑∫ ∫



                   (9) 

通过构造，区域 l nG∈ 包含在上一代的某个方块中，我们将用 lQ 来表示。正如在(6)中所发现的，

如果 lz∈ 那么 ( ) ( )lz zϕ ϕ′ ′
 ，其中 lz 为 ( )lT Q 的中心。 

因此，对于任意的 , lz w∈ ，都有 ( ) ( ) ( )lz w z z wϕ ϕ ϕ′− − 。由于 l 的直径与 Im lz 是可以比较

的。Koebe’s 定理暗示着 ( ) ( ) ( )( ),l l lB z zϕ ϕ δΩ⊂ ∩Ω 。根据假设测度 µ  

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )Ω, Iml l l l l lB z z z z zµ ϕ µ ϕ δ δ ϕΩ≤ ∩ ′Ω                  (10) 

由(8)和(9)推导出 

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 ; 1 ;

1

1 1

1 Im

1
10

l n l n

l l l
n l G n l G

n
j n

n j n

Q z z

I I c I

ν ϕ µ ϕ
= ∈ = ∈

−

= =

′∑ ∑ ∑ ∑

∑∑ ∑

 

  

 



                   (11) 

比较常数 ( ), logc c µ ϕ
∗

= ′ 。因此，µ是 ( )pH Ω 的一个 p-Carleson 测度通过假设 ( ): dp qi H L µΩ →

是一个紧算子则 µ是 ( )pH Ω 的一个小 p-Carleson 测度。第一部分得证。 
下面我们证明第二部分：如果 ( ): dp qi H L µΩ → 是一个紧算子则 i 是完全连续的。对于任意 0 Ωz ∈ ，

选择 0 Ωz∗ ∈ 使得 0 0 1z z∗− ≤ 。数列 0 0

n
z z∗− 是 ( )pH Ω 中的一个弱紧序列，即

Ω
lim d 0
n

µ
→∞

=∫ 。但对于所有的

n 都有 ( ) ( )( )0 0 d
pn

z zµ µ∗

∂Ω
∂Ω = −∫ ，因此 ( ) 0µ ∂Ω = 。又因为 

( )
( )( )

( )( )
, Ω0 0

, Ω1lim d lim
i

i

B RR Ri i

B R
C C

R Rξ

µ ξ
µ µ

∩→ →

∩
∂Ω =∑ ∑∫  

和Ω有界，我们有 

( )( )
0

,
lim 0;
R

B R
R

µ ξ
→

∩Ω
=                                 (12) 

第二部分得证。 

5. 总结 

本文通过运用引理中的等价条件，巧妙地将 Carleson 测度的研究从经典的单位圆盘借助共形映射推

广到一般的单连通区域，并得到了定理 1，即对 ( )pH Ω 空间中的 Carleson 测度进行了一个刻画和分析。

借助这个结果我们还将会探讨这个刻画是否是等价的，并且希望得到一个 ( )pH Ω 空间中的小 Carleson 测

度的等价刻画。 
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