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摘  要 

在研究万有Teichmüller空间过程中，通过Schwarzian导数，能够得到前Schwarzian导数(或对数导数)，
从而定义小预对数导数模型，本文主要是在p次可积Teichmüller空间中得到小预对数导数模型中的一个

连通分量 ˆ 0
,P bT 。 
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Abstract 
In the process of studying universal Teichmüller space, we can get the pre-Schwarzian derivative 
(logarithmic derivative) through Schwarzian, thus defining the small pre-Schwarzian model. In 
this paper, we mainly get a connected component ˆ 0

,P bT  in the small model in p-integrable 
Teichmüller space. 
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1. 引言及主要结果 

小预对数导数模型是对数导数模型的推广，它是在研究万有Teichmüller空间的各个子空间(见[1]-[10])
的性质上非常重要的工具。根据预对数导数模型推广出来的小预对数导数模型，结合 Bloch 空间的性质

和 Carleson 度量得到 p 次 Teichmüller 空间的小预对数导数模型的一个连通分量 0
,P̂ bT  

首先给一些基本符号，用 { }: 1z z∆ = < 表示全平面上的单位圆盘， { }* : 1z z∆ = > 表示单位圆盘外

部。 ( )*
1M ∆ 表示 Banach 空间 ( )*L∞ ∆ 在 *∆ 中单位球上的有界可测函数，对任意的 ( )*

1Mµ∈ ∆ ，在平面上

存在唯一拟共形映射 fµ ，在 *∆ 上的复特征为 µ ，在∆的复特征为 0，标准形式为： 

( ) ( )0 0 1 0.f fµ µ′′= − =  

在∆上的共形映射 f 的 pre-Schwarzian 导数 fP 和 Schwarzian 导数 fS 定义如下： 

( ) ( ) ( )21log , .
2f f f fP f S P P′′′= = −

 

我们设 1µ 和 2µ 是在 ( )*
1M ∆ 上的 Beltrami 系数，在 Teichmüller 空间上如果有 ( ) ( )

1 2
f fµ µ∆ = ∆ 则可以

说 1µ 和 2µ 是等价的使用 1 2~µ µ 表示，万有 Teichmüller 空间(参见[11] [12])可以使 ( )*
1 / ~T M= ∆ 表示，当

( )*Lµ ∞∈ ∆ 我们就可以用 [ ]µ 表示这一类复特征。 
设 QS 为单位圆盘∆中所有单叶解析函数∆的类，其标准条件为 ( ) ( )0 0 1 0f f ′= − = ，能延拓到整个复

平面上一个拟共形映射。设 

( ) { }ˆ 1 log : QT f f S′= ∈ 有界  

故 *
0z ∈∆ ，对于 ( )*Mµ∈ ∆ ， ( )ˆ 1T 被称为万有 Teichmüller 空间 T 的预对数导数模型。 

使用 ( )A ∆ 表示在∆中的所有解析函数的集合。Beltrami 微分 ( ) ( )*z M Uµ ∈ 在 *∆ 的边界处消失，如果

对任意的 0ε > ，存在 r > 使得 z rµ ε< ∞
< 。因此可以定义小的 Teichmüller 空间[13]为： 

[ ] ( ){ }0 0 *ˆ : ,T M Uµ µ= ∈  

它是万有Teichmüller空间的子空间，其中 ( )0 *M U 是由所有不变的Beltrami微分构成。众所周知 ( )ˆ 1T
被称为万有 Teichmüller 空间 T 的预对数导数模型。 ( )ˆ 1T 是 Bloch 空间B的断开子集[14]。 ( )ˆ 1T 的连通分

量有 ( ) ( ){ }ˆ ˆlog 1 :bT f T f′= ∈ ∆ 是有界的 以及 ( ) ( ){ }ˆ ˆlog 1 : eiT f T F θ
θ ′= ∈ = ∞ ， [ )0,2θ ∈ π 。类似地，我们定

义万有 Teichmüller 空间中的小预对数导数模型为[14]： 

( ) ( ){ }0 1
0

ˆ ˆ1 log 1 : log .T f T f′ ′= ∈ ∈B  

当且仅当复特征 ( )f zµ 属于 ( )0 *M U 时， log f ′是在小 Bloch 空间 1
0B 中。 

胡光明在[13]中 Morrey 型 Teichmüler 空间 2
KH 中定义小预对数导数模型： 

( ){ }0 0 2ˆlog 1 : log .MT KT f T f H′ ′= ∈ ∈  

并在空间 2
KH 中证明下面的结果： 

定理 1.1 [13]小预对数导数模型 0
MTT 有连通分量： 
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( ) ( ) ( ){ }0 0
, 1 log : 1 :MT b MTT f f T f′= ∈ ∆ 是有界的  

我们在 2 p≤ < ∞的情况下，考虑 p 次可积 Teichmüller 空间 pT 定义的预对数导数模型 ( )0ˆ 1PT  

( ) ( ){ }0 0ˆ ˆ1 log 1 : log .P pT f T f′ ′= ∈ ∈  

也存在类似的定理： 
定理 1.2 小预对数导数模型 ( )0ˆ 1PT 有连通分量 

( ) ( ) ( ){ }0 0
,

ˆ ˆ1 log 1 : .P b PT f T f′= ∈ ∆ 是有界的  

2. 准备工作 

在这篇文章中，我们确定以下一些特殊符号。这个符号 A B 表示存在一个常数C使得 A C B AC≤ ≤ ，

符号 A B  ( A B 表示存在一个常数 C 使得 A CB≤  ( A CB≥ )。 
我们用 ( )1QS S 表示 1S 上拟对称同胚 h 所组成的群， ( )1Mob S 表示单位圆上到它自身的Mӧbius变换

群。万有 Teichmüller 空间是右陪集 ( ) ( )1 1QS / MobT S S=  。 
设 f 是复平面到其自身上的拟共形映射，则 f 是具有局部积分分布导数的同胚，满足 Beltrami 方程

zzf fµ= ， ( )sup 1z zµ µ∈∞
= < 。这里我们使用下式子表示 , zzf f ： 

1 1, .
2 2zz

f f f ff i f i
x y x y

   ∂ ∂ ∂ ∂
= + = −   ∂ ∂ ∂ ∂   

 

µ 为 f 的复特征。可测的黎曼映射定理[15]知，对于具有 1µ
∞
< 的复平面的每个可测函数 µ ，在

上有一个复特征为 µ 的拟共形映射 f，对于对自身的 Möbius 变换，f 是唯一的。 
我们现在先认识几个空间。Bloch 空间B由∆中所有解析函数 f 组成，使得 

( ) ( )2sup 1 .
z

f f z z
∈∆

′= − < ∞
B

 

小的 Bloch 空间 0B 是 Bloch 空间B的闭子空间，由 f ∈B的函数组成，使得 

( ) ( )22

1
lim 1 0.

z
f z z−→
′ − =

 
接下来，将在 p 次可积 Teichmüller 空间 pT 中定义 ( )*pM ∆ ，设 2 p≤ < ∞，我们用 ( )*pM ∆ 表示所有

本质有界可测函数 µ 的 Banach 空间，有限范数为： 

( )

( )
*

1

22
.

1

pp

p

z

z

µ
µ µ

∆∞

 
 

= +  
− 

 

∫∫  

设 ( ) ( ) ( )* * *
1
p pM M M∆ = ∆ ∆ ，p 次可积空间的定义 1 / ~pM 。 

设 2 p≤ < ∞， ( )p ∆ 表示在∆中的全纯函数φ ，范数为： 

( ) ( )
1

221 1 d d
p

p pp
z z x yφ φ

−

∆

 ′= − π ∫∫  

其中 ( ) ( ){ }0 : 0 0p pφ φ= ∈ ∆ =  。 

最后，介绍 K-Carleson 测度(或消失的 K-Carleson 测度)。设 ( )S I∆ 表示在 Δ中的 Carleson 测度， ( )*S I
∆

表示在 *∆ 中的 Carleson 测度，表示如下 
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( ) { }:1 1 , ,S I r I r Iζ ζ∆ = ∈∆ − ≤ < ∈  

( )*
* :1 1, .S I r I r Iζ ζ

∆
= ∈∆ − ≤ < ∈  

在 Δ上 µ 的非负测度称为 µ 的 K-Carleson 测度，有如下形式： 

( )( )
1
2

. sup ,K
I

S I
K I

µ
µ ∆

∆
∈∂∆

 
=   

 
 

此外，如果额外有 

( )( )
0

lim .
I

S I
K I

µ ∆

→
 

则 µ 被称为在 Δ 上消失的 K-Carleson 测度。当 ( ) ( )0 1K t tλ λ= ≤ 时，K-Carleson 测度(消失的

K-Carleson 测度)是 λ-Carleson 测度(消失的 λ-Carleson 测度)。特别的，当 ( )K t t= 时是经典的 Carleson 测

度。类似地，我们定义在 *∆ 上的 K-Carleson 测度。设 ( ) ( )( ),0K KCM CM∆ ∆ 表示在 Δ上所有的 K-Carleson
测度(消失的 K-Carleson 测度)的集合， ( ) ( )( )* *

,0K KCM CM∆ ∆ 表示在 *∆ 上所有的 K-Carleson 测度(消失的

K-Carleson 测度)的集合。 

设 ( )*L ∆ 表示所有本质有界可测函数 µ 的 Banach 空间，并且有
( )
2 d d

1

p
z

x y
z

µ

µ
λ

−
，K-卡尔森测度。

( )*Lµ∈ ∆ 的范数定义如下； 

* ,L Kµµ µ λ
∞ ∆

= +  

这里，我们设 ( ) ( ) ( )* * *M L∆ = ∆ ∆D ， ( ) ( ) ( )0 * 0 * *M L∆ = ∆ ∆D 。现在我们开始证明结论。 

3. 主要结果的证明 

证明：由定义可知 

( )0ˆlog 1 ,Pf T′∈  

在文献[16]则中的定理 1.2 可知，f 能延拓到复平面的拟共形映射其复特征 µ 满足 

( )

( )
( )*

22
d d ,

1

p

KK

z
x y CM

z
µ

µ
λ −= ∈ ∆

−
 

在 Δ中等于 0。 

设 tf 是在中的拟共形映射且满足 ( ) ( ) ( )
11 tf f
−− ∞ = ∞ ，复特征有 t

ff tµ µ= 。 

我们现在证明映射 

( )log , 0 1,tt f t′→ ≤ ≤  

在 ( )0 p ∆B  是连续的。 
回想，在 Bloch 范数(2.11)式[11]的拓扑结构中，前 Schwarzian 导数 fP 在 ( )*M ∆ 上是连续的，即有： 

( ) ( ) ( ) ( )22 2 *
, ,sup 1v vf fz

P z P z z v Mµ µ
µ

∞
∈∆

− − ≤ − ∈ ∆  
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则我们通过一个标准的计算可得 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

22

2 22

2 22 2 2

log log

1 1 d d

0 0 1 d d

11 d d
2

log log .

P

v

v v

v

p
p p

p
v

p p

f f

p
p p

f f f f

ppp
v f f

p p
pp pv

v

f f

P P z x y

P P P z P z z x y

z S z S z P z P z x y

S z S z f f

µ

µ µ

µ

µ

µ

µ
µ

µ υ

µ υ µ υ

−

∆

−

∆

−

∞ ∆

∞ ∞

′ ′−

= − −
π

′ ′
− + − −

− + − − + −

 ′ ′ − + − + + −
 
 

∫∫

∫∫

∫∫



 








 

所以由上面以及 K-卡尔森测度的范数 

* ,L Kµµ µ λ
∞ ∆

= +  

我们可以得到 

( ) ( )log log ,
P

v
Lf f vµ µ′ ′− −



  

接着我们就可以得到 

( ) ( )log log 1 ,
P

v
Lf f tµ µ′ ′− − ⋅



  

推测出 

( ) ( )1 2
1 2log log .

P

t t
Lf f t t µ′ ′− − ⋅



  

另一方面，由文献[17]中的第二章的定理 3.1，我们可以得到 

( ) ( )1 2
1 2log log ,t tf f t t µ

∞
′ ′− − ⋅

B

 

因此，我们能推测出 

( ) ( )1 2
1 2

,

log log ,
p

t t
Lf f t t µ′ ′− − ⋅




B

 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2

,

log log log log log log .
p p

t t t t t tf f f f f f′ ′ ′ ′ ′ ′− = − + −
 B B

 

这意味着路径 ( )log tt f ′→ ， 0 1t≤ ≤ 在 ( )0 ΔpB 是连续的。 

因此，映射 

( )log , 0 1tt f t′→ ≤ ≤  
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在 ( )0ˆ 1PT 是连续的。从而，对每一个 ( )0ˆlog 1Pf T′∈ 可以通过连续连通到 Möbius 变换 γ ，并满足

( )0ˆ 1PTγ ′∈ 。因为 ( )γ ∆ 是有界的，我们有 ( )0ˆlog 1PTγ ′∈ 。 
此外，它有路径 log ρρ γ ′→ 是在 ( )0ˆ 1PT 中连接点 logγ ′到 0 (见[1])，其中 ( )zργ γ ρ= 。因此我们可以

得到 

( ) ( ) ( ){ }0 0
,

ˆ ˆ1 log 1 :P b PT f T f′= ∈ ∆ 是有界的  

是 ( )0ˆ 1PT 的连通分量。 
证毕。 
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