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Abstract: The quadratic inverse eigen-problem was studied for the special triple (M, C, K) of symmetric ma-
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摘  要：应用广义逆矩阵理论和线性代数基本理论研究了一类特殊结构对称矩阵三元组(M、C、K)的

逆二次特征值问题和逆二次特征对问题，给出了解的存在性和解的表达式，数值算例说明了算法的有

效性。 

 

关键词：二次特征问题；逆二次特征问题；逆二次特征对问题 

1. 引言 

  0二次特征问题，是指已知矩阵三元组(M、C、K)，求数 和向量 满足x Q x   2Q  ，这里 ，

此时称满足 的

  M C K

  0 det Q  为二次特征值，满足   0Q  x 的 称为对应于x  的特征向量，称  , x 为特征对。

这类问题来源于带阻尼的弹簧质点系统[1-3](此时，M 对应质量矩阵，C 对应阻尼矩阵，K 对应刚度矩阵)和二阶

电路系统[2](此时，M 对应电感矩阵， 对应电阻矩阵，C K 对应电容矩阵)。二次逆特征问题，是指根据矩阵三

元组(M、C、K)的部分信息，寻找 M、C、K 的全部信息，使得具有事先给定的特征值，或具有事先给定的特征

对，前者被称为逆二次特征值问题，后者被称为逆二次特征对问题。 

围绕逆二次特征值问题和逆二次特征对问题，文献[1]讨论了 M 为正定阵，C、K 为半正定阵的情形，文献

[2]讨论了(M、C、K)为非对称阵的情形，文献[3-9]讨论了 M 为单位阵(对角阵)，C 为对角阵(对称三对角阵)、K
为对称三对角阵的情形，文献[10]讨论了由不足 2n 个特征对信息构造(M、C、K)矩阵的情形，文献[11]讨论了
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M 为 Hermitian 正定阵，C、K 为对称阵的情形，文献[12]讨论了由 2n 个特征对信息构造含参数的 M、C、K 矩

阵(没有特殊结构的约束)的情形，文献[13]讨论了二次特征系统的修正问题，文献[14]给出了求解二次特征值问

题多个特征对的一种并行方法。 

本文研究以下特殊结构对称矩阵三元组(M、C、K)的逆二次特征值问题和逆二次特征对问题： 
4 4R 问题 QIEP-I：已知矩阵 和六个非零数4 4 4 4,R  C 1,2,3,4R  ,i iM ,5,6 K ，使得  ，求矩阵

 det 0iQ i  ， 1, 2,3,4,5,6 . 

问题 QIEP-II：已知矩阵 4 4R K 和数  ，  及向量 4c, x y 4 4, R M C，求矩阵 ，使得 

   0 0Q y Q x  ，

3 3

3 3 4

0

0 0

d d

d d d

. 

这里 

22 2 2 2

2 2 1 4 4

3 2 2 3

4 4 4

0 00 0 0 0

0 00 0 0 0
, = ,

0 00 0 0 0 0

0 00 0 0 0 0

dl l r r

l l r r r

l r r r

l r r

      
            
     
 

 
   

     

R

M C K  

本文应用广义逆矩阵理论和线性代数理论研究上述问题，将运用以下结论： 

引理[15] 设 I 是 中单位阵，n n ,m n mC b c为 A的 Moore-penrose 广义逆，矩阵A A ，那么，非齐次线性

方程组 Ax  b 成立以下结论： 

 x A b  A b n是极小范数解，yI A A y  是通解，其中1) 当 Ax  b 相容时，即 AA b b 成立时， x c

为任意向量。 

 x A b  I A A y  n是最小二乘解的通解，A b 是一个最小二乘解，Ax  b 不相容时， x y c2) 当  为

任意向量。 

2. 对称矩阵三元组(M、C、K)的特征值和特征向量 

首先，通过直接展开   2det Q     M C K ，容易得到： 

 t Qde定理 1  特殊结构对称矩阵三元组(M、C、K)的二次特征多项式  只有 7 个根，其中，必含一个根为

0，且有以下表达式： 

  2 3
1 2 3 4 5det Q a a a a a 4 5 6

6 7a a            

 1 4 2 3 4 ;r d d d 

. 

这里，  1a r

      3 1 4 2 4 ;r r d d

 
 

2 4 4 2 3

2 4 2 2 4 3;

d l d d

r r r r d





2 1 4 2 3 4 1 2 1 3 2 4 3 4 3 4 2 2a r r r d d r r r r r r r r d d d l d         

 
  

3 1 4 2 3 4 2 3 3 2 3 4 2 2 3 3

2 3 2 3 2 4 1 4 2 2 3 2 4

a r r l d d r r d r r d l d d l d

r r l d l d r r d l d r d d

     

     
 

     


3 4 4 3

2 4 3 4

l d l d

r r r r

 

   
 

4 2 3 4 1 2 1 3 3 4 2 3 2 1 4 3 3

1 4 2 3 3 2 2 3 2 4 2 4 2 2 3 3 4 3

4 2 2 3 1 2 1 3 2 4 3 4 ;

a l d d r r r r r r r r r r r l d

r r l d l d r r l d r r l d d l d l

l d l d r r r r r r r r

       

     

    

 

     
 

2 2 3

2 3 4 2 3 2 ;

r r

r l l l d



 

 4 2 3 2 3 ;r r r d l 

 2 4 2 3 4r r l l l

,

     
5 1 4 2 3 3 2 3 4 3 4 2 2 4 3 2 1 4 4 2

2 3 2 3 4 2 4 2 3 3 1 4 2 2 3 1 3 4

a r r l l d l l d l l d l l d l r r l d l

l l r d d r r l r l r l r l d r r r r

      

    
 

   6 2 3 1 2 4 3 4 1 4 2 2 4 1 2 1 3 2 4 3a l l r r r l l r r r l l r r r r r r r         

7 1a r  . 

其次，对称矩阵三元组(M、C、K)的特征向量有如下性质： 

 1 2 3 4, , ,
T

定理 2  设  x   0是二次特征问题Q x x x x xx 具有如下表达式：  的特征对，则特征向量
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1) 当 0   1 2 3 4, , ,
T

x x x x 时， ；  0,1,0,0
T

t

2) 当 0  ，且 0  时，    1 2 3 4 1 2 3 4, , , , , ,
T T

x x x x t b b b b

 1,2,3,4b i 

  0Q x

； 

这里，t 是任意非零数， 和 的含义在证明中。  i

 可记为 证明：特征方程

11 12

21 22

  
   

1

2

0

0

   
   
  

X
X

 

2 2
2

2 4

l

r r




 
     

2

4

r

r

 
 

 
  

3

4 3 4

d

r d d

 
 

  

 ,
T

                                    (1) 

这里， , 11 12 2 2 2
11 2 2

21 22 2 2

l r d

l l

 
 

    
     



13
12

24

 
   

 
 2

4

r

r

 
 

 
  

31
21

42

 
   

 
, , 

 2
33 34 2 2 3 3

22 2
43 44 3 4

l r r d

d l

   
   

   
      

 , 

 1 1 2, ,
T

x 2 3 4x x x X

42 34 43,

X . 

注意到： 12 21 13 31 24, ,          ，容易得出： 

1) 0   1 2 3 4, , ,
T

x x x x 时， ；  0,1,0,0
T

t

2) 0  时，当 时，0,i id r  1 1 1 1
12 21 22, , ,0, 0il  11

   

0

   存在。 

 

1 22 2 

的情形，此时式(1)等价于： 下面讨论

11 1 12 2 21,   X X X X

1
2 12 11 1=  

 

综合上述两式有 

X X                                        (2) 

和 

 1
12 11 1 0

21 22    X

 11 2 2ij 
 

                                   (3) 

当记 ，则 1
21 22 12

    

1 1
11 34 24 2111 31 33 13          12 33 13, 1

12 34 24 22        , 

1 1
11 44 24 2121 43 13         22 42 43 13, 1 1

12 44 24 22          , 

且   44 34 43
1 1 1 1

31 42 43 12 31 44 24 22 33 13 11 42 13 24 11 22 12 21 332                                ，可以注意到： 

当 0  1=0X时，由方程(3)可知 ，进而由(2)知 ，从而2 =0X  1 2 3 4, , ,x x x x 是零向量。 

当 0 

1 1 22 2 0x x

时，方程(3)有无穷多个解，且满足： 

11 12 2 0x x   21或   . 

于是可设 1 12 ,x t  2 11 ,x t  t

1 12    1 2 1 2, ,

为非零数。 

当记 时，有2 11 ,b b  x x b b t

3 1 3

4 2 4

，代入(2)中有： 

1 1
13 11 13 12

1 1
24 21 24 22

x b b
t t

x b b

   
   
   



 21 1 22 2b b 

   
   

 

 

   
        

 

. 

这里， 。  1 1
3 13 11 1 12 2 4 24,b b b b       
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综合上述有：  1 2 3 4, , ,  2 3 4, , , 1

T T
x x x x t ，t 为非零数。 b b b b ，当 0 

3. 问题 QIEP-I 的解 

为了求解 QIEP-I，可整理成： 

 

     
   
   

 

 

 

11 2 12 13

21 222

31 33 3

42 3 4

0
det

0

0

a d a a

a a
Q

a a

a d

  
 

  
 



   


M C K 24

3

4 3 4

0

a

d d

a d d



 


  

, 

这里，         2
3 2 3l r r 2 2

11 2 2 22 2 1 4 33, ,a l r a l r r a             , 

         31 2 ,a l2 2
44 2 4 12 21 2 13, ,a l r a a l a              

  l

 

 42a a24 4    。 
进一步展开，容易整理得到   2     M C K 的另一表达式。 

定理 3  特殊结构对称矩阵三元组(M、C、K)的特征多项式为： 

         
     

0 1 2 2 3 3 4

4 2 3 5 2 4 6 3 4

a a d a d a d

a d d a d d a d d

     

  

   

    7 2 3 4 .a d d d
                   (4) 

这里， 

              
                

0 11 22 21 12 33 44

31 13 11 33 24 42 31 13

a a a a a a a

a a a a a a a a

      

   22 44 ;a a      

 

     
 

             ;a a a1 22 33 44 24a a a a 42 33         

               
                

2 11 22 12 21 33 44

42 21 13 11 24 31 12 24 13

a a a a a a a

a a a a a a a a

      

    22 ;a a       

  

    
 

                   13 22a a3 11 22 33 12 21 33 31a a a a a a a a           ; 

             a a4 22 33 22 4a a a a a 4 24 42        ; 

 5 2a a    2 33 ;a            21 12 ;a a6 11 22a a a         7 22a a  . 
于是，利用引理和定理 3，根据广义逆矩阵可得问题 QIEP-I 的解的表达式。 

定理 4  问题 QIEP-I 有解的充分必要条件是：BB    ，且解的表达式为向量 中前

三个分量对应于 和 ，这里的

 7 B B u I Z

2 3,d d

B  

4d , ,B u 的含义见证明中， 为 的 Moore-penrose 广义逆， 是B 7I 7 7RB  中的

单位矩阵， 为任意向量。 7cZ
证明：问题 QIEP-I 有解等价于成立： 

  0,i i   1,2,3,4,5,6

B

. 

基此，由定理 3 知，可以得到一个由 6 个方程求解 7 个未知数的方程： 

u                                            (5) 

这里， 

             
 

 

 
1

2

6 7

6

ij

a

B b

a






 
 
 
 
  
 




  7T

iu R 

           

           

1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7

1 2 2 2 3 2 4 2 5 2 6 2 7

1 6 2 6 3 6 4 6 5 6 6 6 7

a a a a a a

a a a a a a a

a a a a a a

     
     

      


     

, 

 2 3 4 2 3 2 4 3 4 2 3 4, , , , , ,d d d d d d d d d d d du , 
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            0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6, , , , ,
T

a a a a a a              6T

i c   , 

由广义逆矩阵理论，依引理知，方程(5)有解   ,B z  7z c7B Bu I   为任意向量。 

另一方面，考虑到方程(5)的特殊结构： 

2
1

3
2

4
3

2 3

2 4

3 4

2 3 4

d

d

d

d d

d d

d d

d

11 12 13 14 15 16 17

21 22 23 24 25 26 27

31 32 33 34 35 36 37

41 42 43 44 45 46 47

51 52 53 54 55 56 57

61 62 63 64 65 66 67

b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b
d d






 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

4

5

6

 
 
 
 

 
 
  
 




 
 
 
 
 
 
 
  
 

*
1 *

1*
2
*
3
*
4
*
5
*
6
*
7

u

u

u

u

u

u

u

                       (6) 

由线性代数基本理论，通过初等变换，可以化(6)为(7) 

* * * *
11 12 13 14
* * * *
21 22 23 24
* * * *
31 32 33 34
* * * * *
41 42 43 44 45
* * * * * *
51 52 53 54 55 56
* * * * * * *
61 62 63 64 65 66 67

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

0

b b b b

b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b b




 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

*
2
*
3
*
4
*
5
*
6

 
 
 
 

 
 
  
 






 
 
 
 
 
 
 
  
 

4 3 4 2 3 4, ,d d d d d

2 *
1

3 *
2

4 *
3

2 3

d

d

d

d d

                       (7) 

这里， 是 的某种置换。 * *
1 2, ,u u * * * * *

3 4 5 6 7, , , ,u u u u u 2 3 4 2 3 2, , , ,d d d d d d d

不失一般性，考虑(7)中前三个方程对应的矩阵形式 

* * * *
11 12 13 14
* * * *
21 22 23 24
* * * *
31 32 33 34

b b b b

b b b b

b b b b





                 

, 1, 2,3,4F i

 
 

 
 

                            (8) 

那么(8)通过初等变换可得到典型方程： 

iT D  

*
3

T
 0ij

。 

这里， , t  2 3 4 2 3 1 2 3, , , , , , =
T T

D d d d d d F f f f    * *
1 2 ， ，  ，且 

11 12 11

1 21 23 2

31 34

0 0 , 0

0 0 0

t

T t t T

t t

   
 
 

22 23

32 34

0 0 0

0 ,

0

t t

t t

 
 
 
 
 

12 14

22 23

0

0 0

0 0 0

t t

t t

 
 
 
 
 

1 F

 1f c t 0bd c

0 0 t t

 

11 14

3 21 23 4

31 32 31

0 0 0

0 0 ,

0 0

t t

T t t T

t t t

 
   
 
 

. 

容易得到解的各种表达式。 

定理 5  方程T D 的求解策略或解的表达式为： 

1) 设 a t ，由方程 ad11 34 12 31 34t b t t t  ， 12 3f， 2
2 2   2解出 d ； 

 2) 3 1 11 2 12 d f t d t  ， 4 2  12 230,21 2 23t d td f ，当 t t 0 

34t 12 230, 0t t 

时。 

证明： 等价于 。当 时，有 1 F 11 2 12 3 1 21 2 23 4 2 31 2t d t d d f t d  ； ；T D f t d t 2 3 3d d f
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 3 1 11 2 12d f t d t  ， 4 2 21 2d f t d t  2 2 0bd c23 ，且成立求解 的方程：2d 2ad   

1 12 3t f c t f，

F

，这里， 

。定理获证。 11a t 34t ，  12 31 34b t t  

2T D 

同理可得： 

定理 6  方程 求解策略或解的表达式为： 

2 1 11d f t1) ，当 ； 11

 
0t 

2) 3 3d f 32 34 2t t d 32 34 2 

 
，当 t t ； 0d

3) 4 2 23t d t  23 0

F

 3f， ， 0

22 3d f ，当 t 。 

定理 7  方程T D 的求解策略或解的表达式为： 3

14 31 11 32 14t b t t t   1) 设 a t 由方程3c t 2 1f ， 2
2 2ad bd c   解出 d ； 2

2)  3 3 t d t  31 2 32d f ， 4 2 2 23d f t  21t d 32 230, 0t t  时。 ，当

定理 8  方程T D 的求解策略或解的表达式为： 4 F

1) 2 3 31 31

 
d f t 0，当 t ； 

2) 3d f1 12 14 2d

 
12 14 2t t d ，当 t t ； 0

3) 4 2 23d f t  23 0

 1 2 4, ,
T

22 3t d ，当 t 。 

4. 问题 QIEP-II 的解 

假设  1 2 3 4, , , 3 ,
T

x x x x x y ， y y y y ，那么问题 QIEP-II 的求解，等价于根据联立方程 

   0, 0Q y Q x                                    (9)  

C

v b

求解得到 ， ，进而构造出矩阵 。 2 3, ,l l l4 1 2 3 4, , ,r r r r 、M
整理(9)得以下矩阵形式 

A

 
 

 
 

1 3

1 3

2

2

3 3

3 3

0

0

0

0

0

0

0 0

0 0

x x

y y

x

y

x x

y y

 
 

 
 

 
 




 1 2 3 4

T
l r r r r， ， ， ，

3 3 3 3 3,y d d x d 

                                         (10) 

这里， 

 
 
 
 

2
1 2

2
1 2

2
2 1

2
2 1

2
1

2
1

2
4 4

2
4 4

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

0 0 0

0 0 0

x x

y y

x x

y y

x

y

x x

y y

 
 




 
 

A

 
 

 
 

2 4

2 4 8 7

3

3

2

2

0

0

0

0

x x

y y
c

x

y

x

y


 

 
 
 
  
 

    
 
 
  
  

  3 4 4

T
d d y

, 

2 3 4v l l， ， , 

3x     2 1 2 1 4 3 4 4 4 3 3, ,0,0, , ,b d x d y x d y d x d y     . 

式(10)是一个由 8 个方程求解 7 个未知数的方程组，由引理利用广义逆理论知。 

定理 9  问题 QIEP-II 有解的充分必要条件是： A b b A ，且解的表达式为 ，这里， 7 z I Av A b  A A

为 A的 Moore-Penrose 广义逆， 为任意向量， 是7I 7 7R 7cz 中的单位矩阵。 

另一方面，考虑到(10)的特殊结构，可以通过求解以下问题来获得问题 QIEP-II 的解： 

问题 QIEP-II. 1: 

求 和 ，满足 。 2l 2r
 
   

2
1 2 3

2
1 2 3

x x

y y y

 
 
 
  
 

 1

1

x x

y

 
 

2 2 1

2 2 1

l d x

r d y

 
  

 
 

 
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问题 QIEP-II. 2: 

 
 

1 2 2

1 2 2

2 2 4 1

2 2 4 4

x x x r

y y y r 
x x l

y y l


当 是 QIEP-II. 1 的解时，求 和 满足：2l 1r 4r

  
    

2r

 
 

 
。 

问题 QIEP-II. 3: 

当 是 QIEP-II. 1 的解时，求 和 满足：3l 3r
   

 
3 3 1 2

3 1 2 
2

3 4 33 3
2

3 4 3 33 3

l x x dx x

r y y dy y

 
 
   

      

x x r

y y r




  
   

4r
 
 

4 2 4

4 2 4

。 

问题 QIEP-II. 4: 

当 是 QIEP-II. 2 的解时，求 满足: 4l
 
 

2
4 4 3 3 3 4 4

2
4 4 3 3 3 4 4

x l d x d d x

y l d y d d y

   
   

x x r

y y r

 
 

 
 

。 

引入以下记号： 

   
   

 
 

 
 

2 2
2 1 1 31 2 1 3

1 12 2
2 1 1 31 2 1 3

, ,
d x x xx x x x 1 2 2 1

1
1 2 2 1

x x d x
F

y y d y

 


 
D E

d y y yy y y y

  
  

  
 

  
, 

 
 

 
 

2 2 4 1 2 2 2 4 2
2 2

2 2 4 1 2 2 2 4 2

, , 1 2 2
2

1 2 2

x x x x x l x x x
D E F

y y y y y l y y y

  
 

  
x x l

y y l

 
 





, 

   
   

 
 

 
 

22
4 3 3 3 1 2 3 3 4 3 33 3

3 3 3 22
4 3 3 3 1 2 3 3 4 3 33 3

, ,
x x d x x r x 3 1 2

3 1 2

x x x dx x
D E F

y y d y y r y

x x r

y y y dy y

  
  

    
  

     y y r

 
 




1 0D

. 

由线性代数基本理论，容易求解问题 QIEP-II. 1/2/3/4，得计算表达式。 

定理 10  问题 QIEP-II. 1 有唯一解的条件是  ，且解的表达式为： 。 1 1
1 2 1 1,E r D F 

2 0D
2 1l D

定理 11  问题 QIEP-II. 2 有唯一解的条件是  ，且解的表达式为： 。 1 1
2 4 2 2,E r D F 

3 0D
1 2r D

定理 12  问题 QIEP-II. 3 有唯一解的条件是  ，且解的表达式为： 。 1 1
3 3 3 3,E r D F 3 3

0, 0x y

l D

定理 13  问题 QIEP-II. 4 有唯一解的条件是： 4 50,D D 4 4   1D E ， ，且解的表达式为： 

，这里 ， ，

1
4 4 5 5D E

 1
4 4 4l D E 2

4 4D x 2
5 4D y    4 3 3 3E d x d  

4

4 4 4 2x x x  4rd

 4 2y y r

， 

。  4 4d y  5 3 3E d y d  3

综合上述定理可知： 

定理 14  问题 QIEP-II 有唯一解的条件是： 

1)   0,iD i，2) ，3) 1  , 2,3,4,5 4 4 0x y  ，4) ，且解的表达式为： 

。 

1 1
4 4 5 5D E D E 

 1
4 4, D E

2 3 4 1d d  ， ，

1 0 0 0

0 0 0

0 1 1

0 1 2

 1 4 3 3 4 1, , , ,r r l r l D 1 1 1
1 1 2,F D E 1 1 1

2 3 3 3 3, ,F D E D F  
2 2 1 2 2, , , ,l r E D D 

5. 数值算例 

本节给出利用线性方程组理论和广义逆矩阵理论分别求解问题 QIEP-I/II 的算例，且指出利用广义逆矩阵不

适合求解问题 QIEP-I。 

例 1 给定 构造出矩阵： 2 3 4 1 2 3 41 1l l l r r r r d      ，

1 1 0 0 1 0 1 0

1 1 0 0 0 2 0 1 0
, = ,

0 0 1 0 1 0 2 0 0

0 0 0 1 0 1 0 1 0

      
      
      
      
     

     

M C



K  

试求三元组(M、C、K)的二次特征值和相应的特征向量。 

解：由 Mathlab 根据定理 1、２可计算出三元组(M、C、K)的二次特征值： 
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–1.5167408; 1 = 2 = –0.2427297; 3 =0  ;  

4 5= = –0.4307451 + 1.3538889i; 6 7= =   

3

0

1
, = ,

0

0

t

–0.3561863 + 0.8776197i。 

对应的特征向量如下： 

1 2

0.0782576 1.6180749

0.3140298 1.9282758
= , =

0.5683367 5.9088893

0.0330613 2.9957469

      
     
     
     
     
  

X X

  

X t 为任意实数， 

4 5

1.5900283  0

0.1323282  1.3530377  

= =
0.3664942  1

3.6169834  3

i  




X X
.4823433

.5538619

.6716132

i

i

i

 
 
 
 
 

, 6 7

0.0259959  
= =

0.4939962  

0.1869430  

0.7787648  0.1629252  

0.3146707

0.0510636

0.0853530 

i

i

i

i

  
   
  
 
  

X X . 

可以验证： 

2 5006  <10 
1 7
max =  2.1668411ei i

i



 
M C K  

 

; 

2 5max = 1.1437636e 006 <10 
1 7 2

i i i
i



 
  M C K X

，M C

1 1 0 0 1 0 1 0

2 0 1
,

0 2 0

1 0 1

    
   
 
 
 

1 =

. 

例２ 给定矩阵 如下： 

1 1 0 0 0
, =

0 0 1 0 1

0 0 0 1 0

 
 
  
 

 

M C  

2 3= =  –0.4307451 + 1.3538889i，  –1.5167408，和６个非零数：

4 5= = 6 =–0.3561863 + 0.8776197i,  –0.2427297. 

求 ,构造矩阵 K，使得2 3 4,d ,dd 2 5<10 ,2,3,4,5,6.i i    M C K

2 3 40.9999999, = 1.0000000, =1.0000001d d d

1i，  

解：该问题属于 QIEP-I，根据定理 6 可计算得： 

                        (11) 

进而可构造出 K，且计算得： 

2 5max =1.8366724e 006  <10i i 
1 6i



 
  M C K

 = 0.9999999, 1.0995870, 0.8008262, 1.3129876, 0.8719601, 0.4736115, 1.0000001 .u B 

2 3 40.9999999, =1.0995870, = 0.8008262d d d

                         (12) 

另一方面，根据定理４知，利用广义逆矩阵计算得： 

 

从中取前三个分量为： 

. 

也可构造出 K，且计算： 

2 5max =1.8393999>10i i
i

 
1 6

.

 
 M C K

-QIEP I

                            (13) 

比较上述两解法的误差式(12)和(13)知，要以式(11)为问题 的解。 
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例３ 给定 ，且已知2 3d d  =4 1d   –1.5167408、 = –0.4307451 + 1.3538889i 和对应的向量： 

0.0782576 0.1323282  

0.3140298 1.5900283  
= , =

0.5683367 0.3664942  1

0.0330613  3.6169834  3

   
     
   
  

  

X Y

1.3530377

0.4823433
,

.5538619

.6716132

i

i

i

i

 






4 4, R M C 4 4R 

 

K 如下 求矩阵 ，且构造矩阵

22 2 2 2

2 2 1 4 4

3 2 2 3

4 4 4

0 00 0 0 0

0 00 0 0 0
, = ,

0 00 0 0 0 0

0 00 0 0 0 0

dl l r r

l l r r r

l r r r

l r r

 

3 3

3 3 4

0

0 0

d d

d d d

    
            
     
 

 
   

     

M C K , 

使得     4=10   ，

-QIEP II

D  
1.1761055

1.1370484

3.3621001

0.0000002

1.1761053

1.1370484

.3621016

i

i

i

i

i

i

i






Q Q  X Y， 。 

解：该问题属于 ，可以根据定理 14 求解，即首先计算得： 

1

2

3

4

5

0.4209543  1.17

 1.0832722  1.13

 0.4614018  3.3

0.0760576

 1.6764553 10.267

D

D

D

D

 
    
  
 
 
    

61054

70491

0,620996

5991

i

i

i

i

 
 
 
  
 
 
  

1

2

3

4

1

2

3

0.4209536  

1.0832727  

0.4614015  

0.0760577  

0.4209536 + 

1.0832727  

0.4613996 + 3

E

E

E

E

F

F

F

   
     
   
 

  
  
 

  
 

 

 
 
 
 
 
 

0.0000005

0.0000005

0.0000005

0.0000005

i

i

i

i

0.0000001

0.0000007

0.0000030

i

i

i

. 

进而计算出： 

1
2 1 1

1
2 1 1

1
1 2 2

1
4 2 2

1
3 3 3

1
3 3 3

1
4 4 4

0.9999999  

0.9999998  

0.9999999  

0.9999999  

1.0000001 

l D E

r D F

r D E

r D F

l D E

r D F

l D E















   
     
   
  

    
  
  
  
  

   

1.0000005  

1.0000018  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
  

4 4, , R M C K

，                        (14) 

从而可构造出矩阵 ，且验证得： 

 
 

2 7

2 4

008<10 ;

005<10 .

2

2

=  7.1965928e

=3.5672547e

 

 









0.0000002

0.0000002

0.0000001

0.0000002

0.0000003

0.0000005

0.0

i

i

i

i

i

i



000002i

 

 

M C K X

M C K Y
                        (15) 

另一方面，根据定理 9，利用广义逆矩阵计算得： 

2

3

4

1

2

3

4

 1.0000001 

 0.9999999 + 

 1.0000000 + 

=   1.0000001 

 1.0000000 

 0.9999999 + 

  1.0000001 

l

l

l

v br

r

r

r



 
 
 
 
 

  
  
 
 
   

A

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                          (16) 
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4 4R 、 、K从而可构造出矩阵 ，且验证得： M C

 
 

2 6

2 6

007 10 ;

007 10 .





 

 

-P II

-P I

QIEP

= 1.6256575e

=5.8778227e

 

 

 

 

M C K X

M C K Y
                       (17) 

根据上述误差式(15)和(17)知，式(14)、(16)均可为问题QIE 的解。 

6. 结语 

本文研究了源自四网孔二阶电路系统设计[2]中的一类逆二次特征值问题和一类逆二次特征对问题，应用广

义逆矩阵理论给出了解的存在性和解的表达式，特别是考虑到 M、C、K 的特殊结构要求，利用线性代数基本

理论给出了两类问题求解的策略和解的表达式。通过数值实验知道，对于问题QIE ，利用线性代数基本理论

所得解的精度优于应用广义逆矩阵理论所求解，对于问题 则两种方法所得解的精度相当，数值算例说

明了算法的有效性。 
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