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Abstract 
In this paper, we give a statement of the computing method of scaling factor on the Sierpinski 
gasket. We will introduce two methods in computing the scaling factor under equal-weighted 
condition. One is by Y∆ -  Transformation. The other one is using extreme values in classical cal-
culus theory. 
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摘  要 

本文将给出关于谢宾斯基垫片上尺度因子计算方法的综述。我们主要介绍等权条件下谢宾斯基垫片尺度

因子的两种求法。一是用 Y∆ - 变换，另外一种则是用经典微积分中关于极值部分的理论。 
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1. 引言 

基于经典的微积分理论与泛函分析中的变分原理，Kigami ([1]-[3])在有限分歧分形集合上用构造性的

二阶差分法直接定义了拉普拉斯算子。在 Kigami 的理论框架下，我们还可以定义分形集合上的调和函数、

狄利克雷形式与格林函数，给出调和函数的延拓公式。值得注意的是 Kigami 理论依赖于调和结构的存在

性，而调和结构的存在性问题，仍然是当前分形分析领域中的一个非常重要的公开问题，尚待解决。关

于分形集合上调和结构存在性的已有结果可参阅 Lindstrøm [4]。 
在本文中我们将给出谢宾斯基垫片上调和结构的尺度因子 ( )1 2 3, ,r r r r= 的存在性问题的综述。为了简

便起见，我们假定对 ( )1 2 3, ,r r r r= ，有 1 2 3r r r= = ，仍然记为 r ，称之为谢宾斯基垫片上的尺度因子(参见

Kigami [1]-[3]，Strichartz [5] [6])。 
谢宾斯基垫片[1]-[12]由包含 3 个压缩映射的迭代函数系生成。其中压缩映射为 

1 1 , 1, 2,3
2 2j jF x x p j= + = . 

这里 1 2 3, ,p p p 是平面上某个等边三角形的顶点。由Kigami理论知，谢宾斯基垫片的边界 { }0 1 2 3, ,V p p p= 。 
在经典的物理学中， -Y∆ 变换一般用来简化电路结构，研究等效电阻，常应用于谢宾斯基垫片上电

阻网络的简化，可参阅文献[7]-[12]。 
常用的计算分形集合上的尺度因子的方法有两种：一是 -Y∆ 变换，可参见Strichartz [5] [6]，Kigami 

[1]-[3]；二是用应用一阶能量求偏导的方法，可参见Kigami [1]-[3]。 

2. 谢宾斯基垫片上的尺度因子 

在这一节我们将介绍两种计算尺度因子的方法。 

2.1. 用 -Y∆ 变换计算谢宾斯基垫片上的尺度因子 

2.1.1. -Y∆ 等效互换的数学模型 
在经典物理学的电路分析中，我们常常提到等效电阻。图1、图2分别是Y形和△形联接的电路，利用

短接、断开方法将电阻Y形联接和△形联接变换为串、并联电阻组成的简单电路。根据等效电路的概念， 
 

 
Figure 1. Y-type circuit 
图1. Y形电路 
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Figure 2. △-type circuit 
图2. △形电路 

 
Y形联接的电阻与△形联接的电阻等效变换的条件是：1) 对应端流出的电流一一相等；2) 对应端之间的

电压也一一相等；当满足条件(1) (2)后，在Y形与△形两种接法中，对应的任意两端间的电阻也必然相等。

以上即为经典物理学中的 -Y∆ 变换。为了得到 -Y∆ 变换中等效电阻的计算公式，我们考虑图1和图2： 
如图所示，图1是一个Y型联接的电阻模型，标注各个分界点(即顶点)为a、b、c、o，图2是一个△型

联接的电阻模型，是图1经过Y − ∆变换所得，根据等效电阻原理，其任意两点间的电阻值没变，现用R、
r表示电阻，如 abR 代表的是整个电路中a到b的电阻值，而 abr 仅表示线段ab的电阻值，具体分析如下： 

图1中，a、b之间的电阻是由电阻ao、ob经过串联所得，所以 ab ao boR r r= + ，同理可得： ac ao coR r r= + ，

bc bo coR r r= + ； 
图2中，顶点ab间的电阻是一个并联电阻，不仅仅包含了线段ab的电阻，还包含了从a点经c点到达b 

点之间的电阻，由并联电阻相关求法可得
( )ab ac bc

ab
ab ac bc

r r r
R

r r r
+

=
+ +

，同理可知：
( )ac ab bc

ac
ab ac bc

r r r
R

r r r
+

=
+ +

，

( )bc ab ac
bc

ab ac bc

r r r
R

r r r
+

=
+ +

； 

再由等效电阻原理可得出三个等式： 

( )ab ac bc
ao bo

ab ac bc

r r r
r r

r r r
+

= +
+ +

                                    (1) 

( )ac ab bc
ao co

ab ac bc

r r r
r r

r r r
+

= +
+ +

                                    (2) 

( )bc ab ac
bo co

ab ac bc

r r r
r r

r r r
+

= +
+ +

                                    (3) 

并联立(1)(2)(3)，即求解一个三元一次方程组，可得到： 
-Y∆ 变换： 

ab ac
ao

ab ac bc

r r
r

r r r
=

+ +
                                       (4)  

ab bc
bo

ab ac bc

r r
r

r r r
=

+ +
                                       (5) 

bc ac
co

ab ac bc

r r
r

r r r
=

+ +
                                       (6) 
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由(4)(5)(6)可知：特别地，如果令 ab ac bcr r r x= = = ，那么
3ao bo co
xr r r= = = ； 

同理可知， -Y ∆变换： 

ao bo
ab ao bo

co

r r
r r r

r
= + +                                  (7) 

ao co
ac ao co

bo

r r
r r r

r
= + +                                  (8) 

bo co
bc bo co

ao

r r
r r r

r
= + +                                  (9) 

由(7)(8)(9)式可知：特别地，如果令 ao bo cor r r y= = = ，那么 3ab ac bcr r r y= = = 。 

2.1.2. 用 -Y∆ 变换计算谢宾斯基垫片上的尺度因子 
谢宾斯基垫片(可参阅[1]-[12]) 
在图3中为了图形简便，我们直接用电阻线来表示电阻，同时为了计算方便，假定图3(a)中所有的电

阻值均为1。图3(a)中顶点被红色圆点标记的电阻集由三个△形联接的电阻集组成，因此，我们可以用 -Y∆

变换对(a)中三个△形联接的电阻集进行等效变换，得到图形如图3(b)所示，并利用(4)(5)(6)三个等式，计 
 

  
(a)                            (b) 

  
(c)                                (d) 

  
(e)                         (f) 

Figure 3. △-Y transformation in the Sierpinski gasket 
图 3. 谢宾斯基垫片上的△-Y 变换 
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算得到各边对应电阻值；(b)中所显示的是三个串联的电阻，由串联的电阻电阻值可以直接相加，我们将

图形进行进一步简化，就可以得到图3(c)；此时又得到一个包含△形联接的电阻集，再一次对其使用 -Y∆

变换得到图3(d)；将(d)中的三个串联的电阻简化，就可以得到如图3(e)的Y型电阻；最后对(e)中Y型电阻使

用 -Y ∆ 变换，并应用(7)(8)(9)三个等式，计算得到一个每个电阻都是5/3的△形联接的电阻集。由Kigami
理论我们可以得到，在等权的情况下，谢宾斯基垫片上的尺度因子为3/5。 

2.2. 用一阶能量求偏导的方法计算谢宾斯基垫片上的尺度因子 

基于以上对谢宾斯基垫片的分析，以下采用一阶能量求偏导的方法来计算其尺度因子，具体方法如下： 
如图 4(a)所示，谢宾斯基垫片上 3 个顶点分别为 1p 、 2p 、 3p ，对应的中点为 1q 、 2q 、 3q ，设 ( )h x

为定义在谢宾斯基垫片上的调和函数，图 4(b)上所示为 ( )h x 在以上各点的取值，假设 ( )1h p a= 、

( )2h p b= 、 ( )3h p c= ， ( )1h q z= 、 ( )2h q y= 与 ( )3h q x= 。则初始能量与第一层能量分别为 

( ) ( ) ( )2 2 2
0 a b a c b cε = − + − + −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2
1

2 2 2 2 2 24 2 2 2 2 4 2 2 4 2 2 2 2 2 2

a x a y x y b x b z x z c z c y y z

x ax xy bx xz z bz cz y ay cy yz a b c

ε = − + − + − + − + − + − + − + − + −

= − − − − + − − + − − − + + +
 

我们想要确定 , ,x y z 的值，从而使第一层能量最小化。根据经典的微积分理论，多元可微函数的极

值点必定是其驻点。因此，现对其进行一阶能量 1ε 关于变量 x、y、z 求偏导令其等于 0，可得如下方程： 

1 8 2 2 2 2 0x a y b z
x
ε∂

= − − − − =
∂

                                 (10) 

1 8 2 2 2 2 0z b x c y
z
ε∂

= − − − − =
∂

                                 (11) 

1 8 2 2 2 2 0y a x c z
y
ε∂

= − − − − =
∂

                                 (12) 

联立(10)(11)(12)式，分别求出 x、y、z，结果如下： 

2 2 1
5 5 5

x a b c= + +  

2 1 2
5 5 5

y a b c= + +  

 

  
(a)                                 (b) 

Figure 4. Values of harmonic function on vertices of level 1 on the Sier-
pinski gasket 
图 4. 谢宾斯基垫片上调和函数在第一层各顶点处的值 
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1 2 2
5 5 5

z a b c= + +  

将 x、y、z 的值代入到 1ε ，整理可得： 

1 0
3
5

ε ε=  

由 Kigami 理论即知，谢宾斯基垫片上的尺度因子为 3/5。 

3. 结论 

本文介绍了两种计算谢宾斯基垫片上尺度因子的方法，注意到谢宾斯基垫片是有限分歧分形集合的

一个典型例子，其尺度因子的计算方法可以推广到一般的有限分歧分形集合，可参见孙亚萍[11]、潘新月

[12]等。第一种计算尺度因子的方法 -Y∆ 变换的优点在于方便简捷，甚至可以计算非等权条件下分形集合

上的尺度因子，但是其只适用于边界为3个顶点的分形集合的尺度因子求解问题；而第二种方法的优点在

于可适用于更一般的有限分歧分形集合，应用前景更广泛，缺点在于计算较为繁琐。 
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